EQUACIONS DIFERENCIALS

OT GARCES I ADRIA GARCES

RESUM. Basat en els apunts del curs d’Equacions Diferencials del grau de Matematiques de la Universitat
de Barcelona. Aquests apunts estan organitzats de la manera segiient: les seccions 1, 2, 3 i 4 exposen
els teoremes fonamentals de la teoria de les equacions diferencials ordinaries, i la seccié 5 és una petita
introduccié a la teoria qualitativa de les equacions diferencials ordinaries. Les notes sén incompletes i
s’aniran revisant i completant periodicament.
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1. UNICITAT LOCAL DE SOLUCIONS.

Definicié 1.1. Considerarem una EDO de primer ordre en dimensio n en la forma explicita amb unes
condicions inicials

(1) z = f(t,x)

IE(to) = X0

amb f:Q CR xR = R" obert i f € C°(Q) com a minim. A aquest problema també se li diu problema
de Cauchy.

Observacio 1.2. Al cas que tractarem, tal i com s’ha pogut veure al primer laboratori de [’assignatura,
cal que f(t,x) sigui al menys continua respecte (t,x). La continuitat de f(t,z) no garanteiz la unicitat
de les solucions, només Uexistéencia (teorema de Peano).

Definicié 1.3. Una solucié del problema de Cauchy (1) és una funcid ¢ : I — R™ que és diferenciable a
I C R tal que

i) (to(1) € 9

it) o(t) = f(t, (1))

Remark 1.4. Se sequeizr inmediatament de la definicié que si ¢ : I — R™ és solucid, aleshores ¢ és C!
respecte t.

Per altra banda, ens interessara estudiar o variar la condicié inicial (g, o) € € i veurem com canvien les
solucions particulars. Veurem que aix0 ens defineix un procés evolutiu, determinista i diferenciable.

Definicié 1.5. Definim un procés evolutiu com una aplicacié continua ® : D C R x R x R™ — R™ amb
D obert i tal que
i) D = {(t;to, z0); (to, w0) € Q,t € I(to,x0)}
it) Satisfa la llei de composicid: V(tg, zg) € Q, t1 € I(to,x0)
-ty € I(to,xo) 1 @(to;to,xo) = X
— iy € I(tl, q)(tl; to, ,’Eo))
iii) © diferenciable respecte t, 0;®(t;to, xo) continua a D.

Donat un procés evolutiu ®(t;tg, zo) hi podem asociar un camp vectorial de velocitats
1
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Definicié 1.6. El camp de velocitats de @ és
(2) f Q=R
(3) (t,z) — 0, D(t; t, x)

Es diu aleshores que el procés evolutiu ®(t;tg,xq) té llei d’evolucid donada per 'equacid diferencial & =
ft,x) definida a 2.

Proposicié 1.7. Sigui ® un procés evolutiu amb domini D CR x Q ¢ f: Q — R™ el camp de velocitats
associat, llavors ¥(to,xo) € Q, ®(-;to,x0) és solucid del problema de Cauchy

{:b = f(t,z)

Ji(to) =20

(4)

Demostracié Prenem ® procés evolutiu. Per tant, per definicié es verifica que ®(to;to,x0) = o, 1
Yt € I(to,x0), es verifica que

(5) Or®(t;t, ®(t;t0,0)) = f(t, P(t;t0, 20))

degut a la definicié de camp de velocitats. Aixi doncs,

(6, B(t: t0,0)) = lim & B0+ s, @ 0, 70)) — (131, Bt f0, )]
—

1
(6) = 8tq)(t;t0,$o)

per la llei de composicié de la definicié de procés evolutiu. Per tant, ®(t;tg, zo) satisfa el problema de
Cauchy.

Donades aquestes definicions, podem veure quines sén les condicions que determinen ’existencia i
unicitat de les solucions.

Teorema: Existéncia i unicitat local.
Sigui (¢4, x«) € . Considerarem a,b > 0 tal que

(7) Cap(te,Ts) = Io(ts) x By(zs) C Q cilindre compacte
i el problema de Cauchy (1) definit a Cap(te, T«). Suposarem ara que f és Lipschitz respecte a =
a Cap(ts, z+) amb constant de Lipschitz L > 0. Sigui ara M € Ry tal que [f(¢,z)| < M V(t,x) €
Cob(ts, ) pel teorema de Weierstrass, 1 siguin ara també o, ag, 5 de forma que 0 < a < a, 0 < ag <
ail < B <btal que M(a+ ap) + S < b. Aleshores, existeix una unica funcié continua respecte
(t; to, o)

D, 1 I (t) X Ing (te) X Bg(w.) — By(w.)
(8) (t; to, 20) = Pu(t; to, 7o)

tal que @, és diferenciable respecte ¢ i a més és solucié del problema de Cauchy (1)

Demostracié La demostracié es basa a un argument de punt fix. Considerem l’espai de funcions
(9) X =c (I_a(t*) X Iy (ts) % Bﬁ(x*),R")

Per altra banda, com Cy ag 5(te, T) = In(ts) X Lo, (t.) X Bg(z.) és compacte, aleshores (X, || - [lo) és
de Banach. Per altra banda, noti’s que L > 0 és la constant Lipschitz de f|¢_

g5 (bar)” Considerem la
norma de Bielecki || - [|0,z.. Es pot mostrar que la norma suprem i la norma de Bielecki sén equivalents,
de forma que tenim que (X, || - ||oo,z) també és de Banach. Ara podem considerar ’espai de funcions
(10) Xb :CO (C_'a)am,@(t*,.ﬁ*),Bb(l'*))
com X;, C X tancat, aleshores tenim que (X, || - [|oo,z.) és també de Banach. Considerem ara I’operador
de Picard a lespai metric (Xp, || - [|oo,z) definit per
(11) I Xb — Xb

(12) ¢—T¢
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de forma que

t
(13) Lo(t;to, x0) =x0+ [ f(s,é(sito,x0)) ds
to

Cal verificar si aquest operador esta ben definit. Notem que si ¢ € Xj, tenim que I'¢ és continua, perd
cal veure si I'¢ € X, Sigui (¢;0, 20) € Ca,a0,8(ts, T«), alehores tenim

t
[T (t;to, o) — 4| < |wo — 24] +/ | f(s,0(s5t0,20))| ds
to

t
(14) <P+ [ Mds<B+Ma+ay)<b
to
pel que I'p € X3. Ara cal veure que 'operador de Picard és contractiu. Considerem ¢, € X, i veilem
que

IT% —T¢lloor =  sup e Ll |Dy — Tg|
C_oc‘ao,ﬁ(t’ﬂm*)
= sup e~ Llt—tol

Ca,aq,8(tx,Tx)

t
< sup )67L|t7t0| / |f(571/’(3§t0al’0)) - f(sa ¢(S;t05 '1:0))| ds
T 4 to

/ (s, (s fo,20)) — £(s, S(s: o, 20))] ds

to

Ca‘ao,ﬂ(txv
t
<  sup e_th_tol/ L 1p(s;to, 20) — ¢(s;to, z0)| ds
Covsag, B (ta,T) to

t
sup e~ Llt—tol / L|v(s;to, z0) — ¢(s;to, xo)] e~ Lls—tolgLls—tol gg

C()t,ao,[‘](t*7m*) to
t
< sup 6_L't_t°'Lll¢—¢||oo,L/ ells=tol gs
Covsag, B (ta,T) to
L|s—to]| ¢

_ _ €
= sup MLy — oo —

Coc‘ao,/:'(t* ,I*)

= sup e Hly g (Hrl 1)

Ca,ao,ﬂ(tx )

(15) = s (1= e ) o= gl < (1 e ) g = Gl
A

to

Ca,ao,ﬁ(t*yx*)
<1

de forma que I és contractiu. Per tant, pel teorema de punt fix de Banach, 3! punt fix ¢, € X;. Ara
falta veure que en efecte, aquest punt fix ¢, és solucié del problema de Cauchy. Volem demostrar que ¢,
és punt fix de I' si, i només si, ¢, és soluci6 del problema de Cauchy. Suposem que ¢, és punt fix de T,
aleshores

t
(16) F¢* = d)* g Zo + / f(57 ¢*(Sa t071‘0)) ds = (b*(ta th ZEO)
to

Veiem aleshores que

(17) b« (tosto,x0) =20+ LZO [ (s, d«(tos to, z0)) ds = g
Ko«(tito, wo) = f(t, d«(tito, x0))

pel que aleshores ¢, és solucié del problema de Cauchy. Ara demostrem a la direccié inversa. Suposem
que ¢, és solucié del problema de Cauchy. Aleshores,

(18) D¢« (o, wo) = [ (L, du(t; 0, o))

si ara integrem a ambdues bandes, veiem que

t t
(19) /t Os@x(s5t0,T0) ds = ¢« (t;to, 20) — P« (tos to, xo) = t f(s, ¢«(s5t0,20)) ds
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pel que

t

(20) b« (t;to, 20) = 0o +/ f(s,04(s5t0,20)) ds
to

i per tant ¢, és punt fix de Xp.

Corol-lari 1.8. Sota les hipotesis del Teorema d’Existéncia i Unicitat local, si prenem

(21) = min (a, ]\Z)

aleshores 3! funcid ¢ : I,(t.) — By(x.) de classe C' respecte t tal que és solucié del problema de Cauchy.

Demostracié Se segueix inmediatament del teorema anterior imposant oy = 0, 5 = 0 (pel que prenem
només una condicié inicial) i definit

(22) ;= min (a, ]\Z)

Proposicié 1.9. FEs té que f és localment Lipschitz respecte x si, i només si, f és Lipschitz en compactes.
Aizo implica que ambdues afirmacions son equivalents.

Demostracié No ho demostro als punts perque la proposicié no té a veure amb ’objectiu principal del
curs.

2. PROLONGACIO DE LES SOLCUIONS RESPECTE (t; g, o).

Suposem que tenim un problema de Cauchy (1). Suposem també que f : Q@ — R™ continua i localment
Lipschitz respecte x. Ara, V(to,xo) € §2, volem provar el segiient enunciat.

Proposicié 2.1. Siguin @1 : I = R™ i g : [s — R™ dues solucions del problema de Cauchy (1) amb
I # I. Volem veure que ¥Vt € Iy N Iy es té que p1(t) = pa(t).

Demostracié Sigui ¢ := inf{t > to t.qt € I N I, 1(t) # @2(t)} el temps minim al que les solucions
comencen a diferir. A ¢ es té que p1(t) = p2(t) i anomenarem

(23) o(t) = p1(t) = pa(?)

llavors V¢ € [to,t], ¢1(t) = @2(t). D’altra banda, (f,¢(f)) €
Cap(t,@(t)) C Q compacte i f és Liftschitz respecte a = a C,
maxe 7)) |f(t; ). Notem per altra banda que

obert, per tant da,b € R tal que

Q
b(t,p(t)) compacte. Ara, sigui M :=

(24) lim 1 (6) = (7
(25) lim 2(6) = (1)

i per tant també Ja € Ry tal que |¢1(t) — ¢(f)| < b quan |t — | < a. Suposem a més que aM < b
(altrament el podem triar més petit). El teorema de Picard implica que 3!y : I, (t) — Bp(p(t)) solucié
del problema de Cauchy

(26) §01|fa‘1(g) = ‘P?|jm2(g) =: (1)
pel que trobem una contradiccié.

Ara volem estudiar 'existencia i unicitat de les solucions maximals, per tal de veure fins on és possible
prolongar les solucions del problema de Cauchy (1).

Suposem que tenim de nou el problema de Cauchy (1) amb f : @ — R™, amb  C RxR" obert, f € C°(£2)
i Lipschitz respecte x a 2. Sigui ara 1 la solucié ¢ : I, = R™ del problema de Cauchy i considerem la
familia de solucions {9, Iy }y.

Theorem 2.2. 3! solucid ¢ : Iny — R™ , Iy C R obert, del problema de Cauchy (1) tal que ¥ € {1, Iy}
familia de solucions:

i) Iy C Iy
iW) v =
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on @ és la solucié mazximal del problema de Cauchy i Ip; és linterval mazximal on es pot definir una
solucio del problema de Cauchy.

Remark 2.3. Per notacid, denotarem In; := (t_,t4). En el cas més general, tindrem inclis que —oo <
t_ <ty <oo.

Demostracié Considerem Ip; = Uy ol ly. Donat ¢ € Iy, aleshores 3 Iy tal que ¢ € Iy i per tant
o(t) := (t), el que esta ben definit per unicitat d’existéencia global. Ens queda veure que Ip; és obert.
Suposem que Ijs tancat, per exemple Iy := (t—,t;]. Aleshores, tenim que (t4,p(t+)) € © i podriem
construir una solucié que prolongui ¢ per la dreta de ¢, prenent la parella (¢, ¢(t+)) com a condicié
inicial, pel que ¢ ja no seria maximal i ens contradiem. Aixo implica que Ip; ha de ser obert.

Ara que sabem que les solucions es poden definir un interval maximal, volem estudiar quin és el compor-
tament de les solucions a la frontera. De fet, volem estudiar-ne el comportament de la solucié maximal
a la frontera de I,;.

Teorema: d’Aproximacié a la frontera.

Si considerem el problema de Cauchy (1), del teorema d’existéncia de la solucié maximal tenim que
Ay (t—,t+) = R™ solucié maximal. Aquesta solucié maximal verifica que quan ¢ — ¢t aleshores
(t, (t;t0, x0)) — O, i.e V& C Q compacte, 3 una succesié {t,}, tal que {t,}, creixent cap a ty i
tal que per n prou gran, (t,,(t,;to,zo)) ¢ £ . Diem aleshores que la solucié escapa del compacte

H .

Observacié 2.4. FEquivalentment podem dir que Y& C Q compacte, El[t;(,tji/] C (t—,ty) tal que Vt €
(t*7t+) \ [t;{ﬂfj{] tenim que (tv @(t)) ¢ A

Demostracié Si t; — oo, el resultat és obvi. Suposem que t; < oo i que 3% C ) compacte tal
que la solucié no escapa de #. Considerem la successié creixent {t,}, cap a t;, aleshores la succes-
sié {tn, p(tn;to, o) }n € H# VYn. Com la sucessié estd a un compacte, ha de ser acotada. El teore-
ma de Bolzano - Weierstrass implica que 3 una successié parcial convergent a un punt de J¢, i.e
(tn, p(tasto, o)) — (ty,z4) € K. Ara triem a,b > 0 suficientment petits tal que C,p(ts,z4) C Qi
tal que f sigui Lipschitz respecte z a Co (¢4, 74 ), tot definint M := maxg, , (¢, oy ) [/ (6 2)] 1o, ap, B tal
que 0 < a=ap <aipf>0itals que 2aM + S < b. Apliquem el teorema fonamental i veiem que
aleshores 3! ¢ : Co ap.5(t+,2+) — By(z1) tal que ;4 és la soluci6 del problema de Cacuhy. Aleshores,
Jng > 0 tal que si n > ng aleshores (¢, ¢4 (tn;ts,24)) € Cap(ts,z4) perque o, és continua. Per tant,
tinc la solucié definida per ¢ > t; i contradiem el fet que solucié era maximal i el teorema d’unicitat
global. Aixi doncs, tenim el resultat.

Remark 2.5. En general la solucid no tendeix a un punt de la frontera 0S).
Exemple 2.6. Un exemple molt clar d’aquest fet és el segiient problema de Cauchy.
| 1
(27) Tr = —3z COS i
{E(to) = X0

Notem que en aquest cas podem prendre 2 := Ry xXR. Per altra banda, ’equacid diferencial és de variables
separades, i per tant la podem integrar.

1 1 o1
(28) a:(t):/(—ﬁcost) dt:sm;—i—C, CeR

Pert — 0, la solucid s’acumula a la banda [C'+1,C — 1], i la solucid escapa de tot compacte X C Q que
puguem consturir, ja que s’escapa pel temps.

3. DEPENDENCIA CONTINUA I DIFERENCIABILITAT.

Hi ha teoremes més potents que ens permeten demostrar premises com que si f € C"(2) aleshores & € C"
amb r > 1 o bé que si f analitica, aleshores ® analitica. Nosaltres ens preguntarem en general com es
comporta la distancia entre solucions donades dos condicions incials al mateix temps perd amb condicié
incial diferent, la continuitat i diferenciabilitat respecte parametres, respecte condicions inicials, etc.
Un cas concret sera sobre la dependencia Lipschitz de ® sota hipotesis de Picard, continuitat Lipschitz
respecte de les condicions inicials i parametres, entre d’altres.
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Lema 3.1. de Gronwall Sigui I := [a,b]. Siguin també u,v: I — Ry. Si es verifica que

(29) u(t) <« —|—/ v(s)u(s) ds

Vt € [a,b] i « > 0, aleshores es té que

(30) u(t) < aexp ( / Co(s) ds)

Demostracié Hem de distinguir dos casos, a > 0 i a = 0. Primer de tot, suposem que

(31) u(t) < a+ / o(s)u(s) ds == w(t)
e Suposem que o > 0. Aleshores w(a) = a >0, i com
(32) w'(t) =v(t)u(t) >0 Vt € a,b
b

aleshores tenim que w(t) > a Vt € [a,b]. Ara bé, per definicid, tenim que

(33) W (1) = v(t)ult) < v(yw ()
pel que tenim que
(34) 15}/((;)) < < /atv(s) ds < lnw(t)—Ilnw(a) < /atv(s) ds

perd com w(a) = a > 0 aleshores tenim

(35) Inw(t) <lna +/ ds w(t) < aexp (/:v(s) ds)

pero recordem que u(t) < w(t), pel que

(36) ity < w) < aep ([ o))

e Suposem ara que « = 0. Aleshores, tenim

(37) u(t) < / v(s)u(s)ds < B —|—/ v(s)u(s)ds V>0

i tenim un cas identic a I’anterior, pel que

(38) u(t) < Bexp </atv(s) ds) V8 >0

Lema 3.2. Sigui (1) el problema de Cauchy, f : Q@ C R x R® — R"™ continua i localment Lipschitz
respecte x amb constant L > 0. Siguin (tg,x0) € Q i (to,yo0) € Q. Sigui també t € I(tg,z0) N I(to, yo),
aleshores

(39) |®(t; 20, x0) — (420, yo)| < w0 — yol exp (L[t — to])

Demostracio Per una banda tenim

t t
@@mm%@WMmN:m+/f@¢@%m»@*m7/f@@@m%D@
to to

< |zo — yo| +

/ [f (s, @(s5t0, 20)) — f(s, P(s5t0,Y0))] ds

to

< |zo — ol +/ (s, @(s; %0, 0)) — f (s, ®(s; 20, 0))| ds

t
(40) Q%fm+/LWQM%%@@mmN@

to
I aplicant el lema de Gronwall, es té que
(41) |®(;t0, wo) — (10, yo)| < |20 — yolexp (Lt — o)

Tenim doncs que el lema de Gronwall ens diu que si f és localment Lipschitz respecte z, aleshores ® és
Lipschitz respecte x, amb constant Lipschitz et —tol,
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Remark 3.3. La continuitat Lipschitz respecte xog mo és uniforme en t, depén de t, de fet, augmenta
com a ~ eLlt=tol  El resultat no és massa visual, ja que ens diu que la distancia entre dues condicions
inicials va com un exponencial. No es pot en general refinar aquesta cota, i €s una cota superior bastant
gran.

Exemple 3.4. Si considerem el problema de Cauchy
. _ 9
(42) {”.” i
y =2

amb condicions inixials (x(0),y(0)) = (A,0), tenim que resolent el problema de Cauchy per (x(0),y(0)) =
(B,0), la cota superior de la distancia entre solucions és

mentre que el lema de Gronwall ens diu que
(44) |§0(t;07*’470) —w(t;O,BaON < |A_B|62‘t|

pel que veiem que la cota superior donada pel lema de Gronwall no ens dona una informacic ’realista’
sobre el comportament, dona una cota molt gran.

Theorem 3.5. Suposem al problema de Cauchy (1) que f : Q@ C R x R" — R" continua i localment

Lipschitz respecte x. Sigui ®(t;to,x0) : I(to,z0) — R™ la solucid del problema de Cauchy. Definim
®:D—-R"

(45) (t;to, o) — P(t;to, xo)

amb D = {(t;to,z0)|t € I(to,x0), (to,x0) € Q}. Llavors ® és un procés evolutiu amb domini D i

llei d’evolucid 0,®(t;to,x0) = f(t,P(t;t0,20)). A més © és localment Lipschitz respecte (t;tg,xq) @
D (t;to,x0) és localment Lipschitz respecte (tg, xo).

Demostracié Com ®(t;tg, xp) és procés evolutiu, només cal demostrar que D és un obert de RxRxR"
i que ®(t;tp,x0) és continua i localment Lipschitz, i que 9;®(¢; o, z) és localment Lipschitz respecte
condicions inicials. Per fer-ho farem servir diferents lemes.

Lema 3.6. Donats (ti,z.) € Q i [a1,a2] C I(ts,x4). Sigui v > 0 suficientment petit tal que A, =
{(t,z) tal que t € [a1,a2], |x — P(t;ty, )| < v} C Q. Aleshores 3 p > 0 tal que ¥ (to, x0) € A, tenim que
[a1,as) C I(to, zo) @ Vt € [a1,az2], |P(t;t0, o) — P(t;ts, xx)| < 1, €s a dir, que (t, P(t;t0,20)) € Q.

Demostracié Considerem 0 < p < r que ja triarem. Donat (g, z0) € A,, sigui [t", 1] = Iz (to,zo)

linterval de ¢ en que el grafic de la solucié del problema de Cauchy (to,zo) esta a A,.. Aleshores tenim
OA, = {(ai,z)i = 1,2, tal que |z — ®(a;;ts, z.)| < 1}
(46) U{(t, z), t€lar,az], |t —P(tt., z4)] =7}

pel que les solucions escapen per x. Per altra banda, f és localment Lipschitz si i només si és Lipschitz
en compactes, pel que f és Lipschitz a A,.. Sigui L la constant Lipschitz de f|x , aleshores, Vt € [t7 ¢/, ]

| (2520, w0) — P(t5 tu, )| = [@(t; 0, T0) — To + o — P(to;te, T) + P(tos tay 7o) — P(E5 L, 2) |

S |£U0 — (I)(t(); t*,x*)| + |q)(t;t0,1'0) — X0 -+ @(to;t*,lﬂ*) — (I)(t, t*, x*)|

t
< fwo — Ptos te, xa)[ + [ [f (5, ®(s3t0,20)) = f (5, P(s; 84, 74))| ds

to

t
(47) < lxg — D(to; tu, x4 )] +/ L|®(s;tg, x0) — P(s;ts, x4)| ds

to
i fent servir el lema de Gronwall, trobem

|D(t;t0, T0) — P(E;ts, 4 )| < |0 — P(t0; te, )| exp (Lt — to])
<@g — B(to; by, xy )| P22l
(48) < eL‘a"’_al‘p <r

si prenem p < e~ Flo2=alp amb 7 =, t = as.
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Del lema anterior es conclou que D C R x R x R™ és obert. Considerem (¢;t.,x.) € D. Siguin
ai,az € R tal que [ay, az] C I(t.,z.) obert i tals que ¢,t, € (a1, as2), el lema aplicat a [a1, as] x A, ho
demostra. [J
Encara queda per demostrar que ®(¢;tg,zo) i que 0:P(¢;to, xo) s6n localment Lipschitz.

Lema 3.7. Sota les hipotesis del lema anterior, donat (t.,x.) € Q, [a1,a2] C I(ts,z) i 7 > 0 sufici-
entment petit per tal que A, C Q, aleshores 3 p > 0 tal que per t € [ay,as] i (to,z0) € Ap, tenim que
(t, ®(t;to, o)) € A,. Tenim que

i) ®(t;to, o) és Lipschitz a [aq,az] x A, respecte (t;to, x0).

i) 0y ®(t;to, o) és Lipschitz a [a1,az) x A, respecte (to,xo).

Demostracié Sigui M := max ,yea, |f(t,2)| . Considerem (t1;5, ), (t15t0, z0) € [a1,az] X A,.
Aplicant la llei de composicié del procés evolutiu ®(t;tg, zg) trobem que
(Bt th, ) — Bltrs to, w0)| = [B(th: th, ) — Bltrs th, ) + Bltrs th, ) — Bty to, o)
(49) < | (s th, h) — B(trs thah)| + [B(tr: h, ) — Dltas to, o)
Calculem cotes d’aquests dos termes per separat.
t)

(50) | (th5t0, xp) — P(ta; to, 25)| = f(s, ®(s1tg, 20)) ds| < Mth —t1]

t
per laltra banda
|®(t1: t, 2f) — (tr; to, w0)| < e 70l |z — D(t); to, 7o)
< eMlemal (|2 — xo| + |20 — B(th; to, o))
(51) < eflazmarl (1o — 20| + Mt — to])

a la primera desigualtat s’ha omes el calcul ja que és analeg al fet al lema anterior. Trobem, per tant,
que

(52) (#1580, 25) — B(tr; to, z0)| < Mty — 1] + "1~ |2, — o] + MeHl2 =]t — o

de forma que ®(t;tg,zo) és Lipschitz respecte tot. Ara ho veurem queé satisfa 9, ®(¢;t,x0). En efecte,
tenim que

|0e®(t: 1, 20) — 0r®(tsto, mo)| = [ £(E, (5 £, 20)) — f(t, (£ t0, 20))]
< LI®(t; g, x) — P(t;to, zo)|
(53) < LeM®2=l (Jaf — wol + M]th — to])
on hem fet servir (51). Aix{ doncs, tenim que 0;®(t;to, xo) és Lipschitz respecte (to, o) € 2. O
4. DIFERENCIABILITAT DE SOLUCIONS.

Ara hom pot fer-se preguntes sobre quines son les condicions de diferenciabilitat sobre els processos
evolutius en que podem treballar. Si és f € C", és aleshores ® € C"? Si f és analitica, és aleshores ®
analitica? Quines sén les condicions de derivabilitat respecte les condicions inicials i parametres?

Theorem 4.1. Sigui (1) un problema de Cauchy. Sigui f : Q — R", i f € CY(Q). Aizo garantitza que
f sigui continua i localment Lipschitz respecte x (per tant queda garantitzada ['existéncia i unicitat de
solucions). Sigui ® : D C R x R x R® — R™ el procés evolutiu associat. Aleshores, ® és C' respecte
(t;to, zo) @ a més, sigui la matriu principal fonamental

0P
(54) M(t;to,ll?o) = 783’,‘ (t;to,IEQ) = Dl’o@(t;to,ﬂ]o)
0
aleshores M satisfa

(55) {atM(t;to,ilfo) = D f(t, D(t: o, 20)) M (t: to, 70)

M(to;to,xg) =1

i el sistema anterior rep el nom de equacid de la 1% variacional respecte xg.
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Teorema: Formula de Liouville.
Sigui M (t) una matriu amb columnes soluci6 del ’equacié diferencial ordinaria n X n dimensional
X(t) = A(t)X (t), de la forma

M : I — Myxn
(56) t— M(t) € Mpxn
amb I C R obert i A € CO(I, #,,x,). Aleshores, Vt, ty € I, es verifica
t
(57) det M (t) = det M () exp </ trA(s) ds)
to

Demostracié Definim ¢(¢) := det M (t) i veiem que ¢(t) és solucié de 'equacié diferencial
(58) ¢ = trA(t)e(t)

En efecte, per definicié es té que

(59) o(t) := det (M1 (¢), Ma(t),. .., My (t))

on les M;, Vi,1 < i < n sén les solucions de 'equacié diferencial ordinaria que considerem. Aixi doncs,
tindrem també que

(60) (1) =D det (M(t),.... M{(0),.... My(1)) = D det (M(1). ... AGDMi(1). ... My ()

on hem considerat que M (t) és matriu fonamental. A més, podem esciure

(61) AM;i(t) =Y i (1) M; (1)
j=1

a la base de solucions de I'equacié diferencial ordinaria lineal. Per tant, a;;(¢) és la matriu de Paplicacié
lineal

(62) x — A(t)x

a la base {Mq, ..., M,} de l'espai de solucions. No obstant, sabem que la traca és un invariant de base,
i per tant no depén de la base de forma que

(63) trA(t Z ;i (t Z a;;(t)

equival a calular-la tant a I’espai on tenim definida la llei d’evolucié com a l’espai de les solcuions. Per
tant, tenim

64) @(t) = > det (My(t),..., A(t)M;(t),.. Z det | M (¢ Z i (t M (1)
i=1

Notem ara que per i # j el determinant s’anul-la i per tant ens queda
Zdet My (t), ..., o (t) M, .. Za“ t)det (My(t), ..., My(t),..., My(t))

(65) = trA(t)e(t)
Aixi, velem que tenim

(66) p(t) = trA(t)e(t)

el resultat buscat se segueix de forma inmediata integrant ’anterior equacié diferencial.
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5. TEORIA QUALITATIVA D’EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES

Un recordatori previ a la introduccié del temari del segon bloc del curs, sigui & = f(¢,z). Es pot
sempre reduir a una EDO autonoma (sense parametres) de la forma & = X (z), on es coneix X (z) com a
camp vectorial. Aixi doncs,

Definicié: Camp de classe C”
Un camp de classe C" és una aplicacio

(67) X:U—R", UCR"obert, X €C"U), r>1

Un camp d’aquestes caracteristiques indueix una EDO autonoma & = X (z) definida a Q = I xU C RxR"
obert. Considerem el problema de Cauchy & = X(z), 2(0) = xg, on s’ha pres to = 0, i denotem

(68) @(t, wo) := @i(x0) = ¢(t;0,20)
Remark 5.1. Historicament primer el problema consistia en resoldre les equacions diferencials. D’aizo

s’en diu teoria quantitativa classica, que en buscava solucions si n’existien, a través dels teoremes men-
ctonats a la primera part, mitjancant quadratura, mitjancant seérie de potencies...

El fet que les série de poténcies no totes les series poden convergir ‘enlloc’ va ser una motivacid per
enfocar el problema d’una forma diferent, la teoria qualitativa, introduida per Poincaré. Aquesta s’inte-
resa per la geometria (a Uespai de fase) de les solucions.

Avui dia els ordinadors son de gran ajuda per estudiar la geometria de les solucions, mitjancant el
calcul numeric.

De fet per t € R, ¢ : {zg €U| t € I(x) := I(0,29) — R™}, que donat zq retorna ;(xg) := @(t, o),
és un difeomorfisme de classe C™ (com ja vam veure). El conjunt {¢}+er és un grup (local), uniparametric
de transformacions, amb I'operacié composicid. Aixo vol dir que ¢; 0 ps = Y15 1 que o = lg.

Observacié 5.2. Es t€ que ¢ : D ={(t,x)|x €U, t € I(xg)} = R™ és el procés evolutiu.

5.1. Classificacié6 d’orbites (corbes de fase). Donat = € U, es defineix 'dbrita 0(x) = {¢:(z)| t €
I(iE())}. Dibuix.

Uns petits comentaris sobre les orbites o corbes de fase:
i) Sigui y € Y. Llavors y € 0(x) <= 0(y) = 0(z). La relacié y ~ x <= y € 0(x) és d’equivaleéncia.
ii) Aquesta relaci6 d’equivaléncia indueix una particié. El conjunt U/ i la particié en orbites que
indueix la relacié d’equivaléncia anterior és, per definicid, el retrat de fase.

Exemple 5.3. Si tenim el sistem d’equacions diferencials

y =gy
i podem trobar sempre y(x) (teorema de la funcid implicita) aleshores tenim que
d
(70) dy _ g(z,y)
de  f(z,y)

és l'equacio de les orbites. Per altra banda, si l’equacid de les orbites admet un factor integrant,
aleshores les corbes solucid estan sobre U(x,y) =ctt.

ili) Sobre una orbita, tenim la relacié d’ordre: si ¢ ~ y, z < y < p(t,z) = y per un t € I, (z).
Dibuix

5.2. Teorma de classificacié d’orbites.
Teorema: Classificacié d’orbites.
En les condicions anteriors, V z € U, §(z) és homeomorfa a

i) 1 punt fix (I(x) = R ja que ens podem quedar a un punt fix i extendre la solucié V ¢t € R), 6
ii) S! una esfera (I(z) = R per raons similars, §(x) és periodica), 6
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iii) R (no torna mai, f(x) és la imatge d’un interval de R per l'aplicacié ¢, que és injectiva).
Dibuix

......

I(x)] pt(x) = z}. Es troben diferents casos:
i) Suposem que ¢;(x) com a funcié de ¢, amb z fixat, és injectiva. Aix{ doncs, G = {#}. A més, p;
és un homeomorfisme amb la seva imatge, és a dir, {p;(x) |t € I(z)} = I(z) 2 R, cas iii).
©
ii) Falten ara diferenciar dos casos diferents. Suposarem a ambdés que G # {(}.
e Suposem que § =R & Vit € R ¢4 (x) = z. Pero aleshores
(71) Orpr(x) = 0= X (pr(x))
I per tant x és un zero de X, un punt fix de £ = X (x) o punt d’equilibri.
e Suposem ara que G # R. Fem ara aleshores un recordatori de teoria de grups:

1) G és un subgrup de R respecte la suma.
Demostracié Volem mostrar que t1,t3 € G = t1 +ts € G. Per definicid, sabem que

(72) Pti+t2(T) = (01, 0 01,) () = 1, (01, () = o1, (2) = 2

pel que t; + 15 € G.

2) G és tancat per successions a R.
Demostracié Tota successié convergent a R és de Cauchy. Considerem {t;};>1 una
successié de Cauchy d’elements de G. Volem mostrar que aleshores

(73) limt; =t. €G
j—o0
Sigui ¢, el limit de la successié. Notem que per continuitat de ¢;(z), tenim
(74) lim ¢, () = @1, (z)
J‘)OO
Per altra banda, es té també que ¢4, (z) = x, Vt; € G, de forma que
(75) lim ¢ () = lim z =2
j—o0 j—o0
Aixi doncs, de les dues equacions anteriors, resulta que
(76) lim @ (z) = ¢, (x) =
j—o0o

pel que t, € G.
Aix{ doncs, G és un subgrup tancat (no trivial) de R que és diferent de R.

Lemma 5.4. Un grup tancant, no trivial, d'R respecte la suma, diferent d'R, és de la forma,
(77) vy={nT |ne€Z, T >0}

Pel lema anterior, 3 T > 0 tals que o(T,z) =z, p(t,z) ZxzVt e (0,T). De forma que §(z) és home-
omorfa a [0,T]. Com que p(T,z) = x Porbita és periodica, i, per tant, 0(z) € S, ¢(t,x) = @t +T,z)Vt
i, per tant, com ja suposavem, I(z) = R.

Falta demostrar el lema anterior:
Demostracié Considerem G4 = {t € G |t > 0}. Sigui 7 := inf G, el més petit dels t € G1. Es poden
distinguir 2 casos:

i) 7=0= G = R: en efecte, 3 successi6 d’elements de G, que tendeixen a7 =0,V e >0, 3 € G,
tals que 0 < f < e— {nf|n€Z} CG. Donat z € R, id >0, 3 e=e(d) tals que It = #(¢) € G4,
0<t<eidmeZtals que |z — mi| < 6, de forma que G és dens i tancat = G = R.

i) 0<7<o0o=G={nT|...}: en efecte, 3 successié de G; que tendeix a 7, G4 C G. Aix{ doncs,
T€G={nt|ne€Z}CG. Suposem que I s € G tals que s # nr, Vn € Z. Llavors s = m1 + 3,
5€(0,T), § € G, per una cert m € Z. Perd aixd no pot ser, ja que 7:=infG, i 0 < 5 < 7.

El cas 7 — o0 és trivial i no cau dintre de la demostracié ja que llavors G = {0} és un grup trivial.

5.3. Punts fixos / punts regulars. Donada l'equacié autdonoma & = X (z),
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Definicié: Punts fixos i regulars

El punt z = z, és un punt fix si X(z.) = 0, és a dir, si el camp s’anul-la. Un punt fix també
s’anomena punt critic (en el sentit en que la derivada s’anul-la & = X (z,) = 0) i també se 1i diu punt
singular (perque és una singularitat del camp de vectors X (x)).

El punt = x,. és un punt regular si X (z,.) # 0, en contraposicié al punt singular, on la derivada
no és nul-la.

Es poden distingir diferents tipus de punts fixos.
i) x. és un punt fix hiperbolic si Re(A) # 0, ¥V A € Spec(DX (z.)). Poden ser de sella, node o flexié.
Dibuixos.
ii) 2. és un punt fix eliptic si Re(\) = 0, Im(\ # 0), V¥ A € Spec(DX(x)).
iii) x4 és un punt parabolic si 3 A € Spec(DX (z)) tals que A = 0.
Els dos 1ltims també es coneixen com no—hiperbolics. En aquests dos casos entendre la dinamica local
(al voltant del punt fix) és complicat. Per aquesta mateixa rad, no els considerarem en aquest curs.
L’objectiu d’aquesta part del curs és estudiar la dinamica a prop d’un punt fix hiperbolic i un punt
regular. Pel cas de punts fixos hiperbolics veurem el que es coneix com teorema de Hartman—Grobman
(no el demostrarem) i pel cas dels punts regulars, el teorema de flux tubular.

Teorema: Hartman—Grobman.

Sigui X : U — R, U C R" obert, un camp vectorial, al menys X € C*(). Sigui x. un punt fix
hiperbolic d’U. Considerem A = DX (z,) i sigui Y : R™ — R"™ el camp lineal segiient Y (y) = Ay.
Llavors, els camps X i Y sén localment topologicament conjugats: 3 entorns U, d’x, i Vi, d’y. =0
tals que 3 h: U, — Vi homeomorfisme (ja que sén conjugats topologicament), tals que h(p(t, z)) =

¥(t, h(z)), on

(78) {ga flux associat a X |y,

¢ flux associat a Y |y .

La dinamica al voltant d’un punt fix hiperbolic la determina el camp lineal al voltant del punt. Dibuixos

Remark 5.5. Suposem que h(p1(t,z)) = wa2(t, h(x)), i sigui 01(x) = {p1(t,z) | t € R} Uorbita de t per
p1. Aleshores,

(79) h(01(2)) = |J h(er(t:2) = [ e2(t. b(2)) =: 02(h(x)).
teR teR

Aquesta és una condicié bastant forta, en podria ser de més, o de menys, com es veura proximament.
En particular,

e Sipi(t,x) =z, Vit (x és punt fix), es té
(80) h(01(x)) = h(z) = h(¢1(0,2)) = ¢2(0, h(z)),

i per una altra banda,
(81) h(01(x) = [ h(er(t, ) = | palt, h(@)) = 02(h(x)),
teR teR
de forma que, juntant ambdues, trobem
(82) O2(h(x)) = ¢2(0, h(z)),
i, per tant, hA(x) és un punt fix (punt fix va a punt fix).

e Orbita periodica va a orbita periodica: sigui ¢1(t,z) = @1(t + T, ). De nou, es tindra per
definicié, que h(p1(t,z)) := wa(t, h(x)), pero, a la vegada, com que ¢1(t,x) = ¢1(t + T, x), es
tindra que h(e1(t,x)) = h(e1(t + T, z)), i, en definitiva i per definicid, es tindra també que
ho1(t + T,x)) := a2t + T, h(x)). Per tant, es verificara també

(83) p2(t, h(z)) = a(t + T’ h(x)),

i, per tant, h(z) té orbita peridodica amb mateix periode que la anterior.
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e Atractor va a atractor: Sigui ¢1(¢,x) tals que ¢1(t, ) = o Com que per definicié tenim
— 00
h(p1(t,x)) := pa(t, h(x)), es tindra

(84) tli}go h((pl(tv ZE)) = h(I‘()),
ja que @1 — xo. Pero, a la vegada,

(85) Jim b (t,2) := lim ot h(x),
de forma que, combinant ambdues, trobem

(86) Jim a(t, h(x) = h(zo),

de forma que h(xg) és atractor de @s.

Exemple 5.6. Un exemple evident és l’oscil-lador harmonic. Sigui l’equacio

a'c—oax
" \—-a 07

La seva solucid és loscil-lador harmonic, d’orbites periddiques, totes elles amb mateiz periode (pero de
diferent amplitud). Sigui ara ’equacid

. 0 b

i=(_ o)v

amb solucid també en forma d’oscil-lador harmonic. La seva velocitat, pero, és diferent, i, per tant, no
pot tindre el mateix periode que la anterior, de forma que no poden ser conjugats.

Existeix una definicié més feble, 'equivaléncia topologica: oOrbites van a orbites. Aquesta permet
canviar el periode h(p1(t, ) = pa(t, h(z)).
Remark 5.7. Si tenim una conjugacio C”, en aquest cas h és un difeomorfisme C", r > 1, i, aleshores,
com que h(p1(t,x)) = pa(t, h(z)),
d d Doy (t,z)  Deps(t, h(zx))
—h t = — t,h Dh t =
& (o1 (t,2)) = 5 ea(t,h(@)) & Dh(en(t,2)) 220 )

recupertant que les @;(t,&) no sén més que els processos evolutius de l’equacid autonoma, i que, per tant,
Iepi(t, ) = Xi(pi(t,€)), podem escriure

(87) Dh(p1(t,2)) X1(p1(t,2)) = Xo(p2(t, h(z)).

Evaluant a t =0, aizo es pot escriure de la forma

(88) Dh(p1(0,2)) X1(01(0,7)) = Xa(p2(0, h(2))) < Dh(z) X1(x) = Xa(h(z)).
Dibuixos.

A més, si tenim z, punt fix, v € Spec DX (z.) < h(v) € Spec DXa(h(z4)). Al cas C' (conjugat) és
molt més restrictiu.

Remark 5.8. Siz, és un punt fix no hiperbolic, el teorema de Hartman— Grobman no aplica en general.

5.4. Dinamica al voltant d’un punt regular. Donat & = X(z), amb X € C"(U), r > 1, U C R"
obert. Sigui zp un punt regular, X (zg) # 0. Dibuix. En tenim,

Teorema: del flux tubular.
Existeixen
i) V entorn obert d’zo (V CU C R™).
ii) ¢, € > 0 suficientment petits.
iii) un difeomorfisme C”

(89) Rt V — (—¢€) x B;(0)

tals que X |y és C"—conjugat via h~! amb el camp 3’ = (1,0,...,0)T, que ens dona n — 1
integrales primeres.
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Es a dir, tenim que Dibuix

Recordem que vol dir C"—conjugat:
(90) h(p1(t, ) = @a(t, h(x)), heC”

Definicié:
Una secci6 de Poincaré ¥ és una hipersuperficie regular, transversal a X (z), V x € X.

Es a dir, donat X : Y CR* 5 R", X € C"(U) amb r > 1, existeix
v:BCR"! —R"
(91) $:=(81,.+-y8n-1) — v(8)
és una inmersié regular, rang Dv(s) = n — 1, amb B obert, de forma que X := v(B) és un hipersuperficie

regular. Podem dir que ¥ és una secci6 transversal a X si

(92) VseB, R"= <§—;(s), %(s), - %(s» @<X(y(s))>

o, el que vol dir el mateix, det(X (v(s)), Dv(s)) # 0, Vs € B. Per facilitar la cosa, podem fer us de la

notacié. En aquest sentit, podem dir que X és transversal a X al punt zg de la forma ¥ M X.
xo

Sabem, doncs, que donat xy punt regular, X(zg) # 0, 33 h,, X. Dintre del, per aixi dir, ’tub’ hi
podem retornar a la nostra hipersuperficie de Poincaré, tot donat un temps ¢. Dibuixos.

Demostracié Siguin & = X () una EDO autonoma i ¢(t, z) el seu flux associat. Definim y = (¢, s) €
Dp,on Dp ={(t,s) e Rx B|(t,v(s)) € D}, on D és el on tenim definit el flux ¢ : D — R™. Definim

h : (—¢€) x Bs(0) — V CR"
(93) y = (t,s) — h(y).
Recordant que si zg és regular, llavors 3 ¥ rh,, X, podem definir (de nou) v : B"71(0) — R" la

C" —parametritzacié de ¥ = v(B) tals que v(0) = x¢. Aix{ doncs, h(y) = h(t, s) := o(t,v(s)) := @e(v(s)),
I'evolucié d’un punt arbritari de ¥ (recordem que v(s) € ¥ ja que, per definicié ¥ = v(B)).

Per definici6, també en tindrem que h(0,0) = ¢(0,2(0)) = ©(0, ) = xo, i, de fet, que h és localment
invertible, donat que

(94) Dyh(0,0) = (D; h(0,0), Dy h(0,0))
(95) D h(0,0) = Deplt,v(s)| | = X ()] | = X(:(0)) = X (o),
B h(t,v(s)) B B B
(96) D, h(0,0) = { > } = D,, o(t,v(s)) Dy ”(8)‘@,0) — D,, ¢(0,20) D, ”(S)‘m,m — D, v(0).
I -
De forma que
ov ov ov
(97) D 1(0,0) = (X(a0). 500 520 5 (0))

Com {0;,v(0)} és base de 'espai tangent de la seccié de Poincaré, i com ¥ My, X, és a dir, 05, v(0) L
X(x9), Vk=1,2,...,n— 1, tindrem que det D h(0,0) # 0, i, per tant, 3h~1 € C", o, el que es el mateix,
3V entorn d’zq tals que h és difeomorfisme C" entre V' i la seva imatge.

Amb aix0 queda clar que h és difeomorfisme C”. Hem d’estudiar si conjuga o no. Donat que y = (¢, s)7,
y = (t,s)T = (1,0,...,0)T. Aixi, el flux ¥U(7,y) := ¥, (y) = (t+7,s)T verificara (7, h(y)) = h(¥(1,y)).
Conjuguen els fluxos?
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Es pot veure que, de fet, si. Sigui, doncs, y = (¢,5)T. Es té que o(7,h(y)) = (T, 0(t,v(s))) =
p(t+7,v(s)) ja que @ és procés evolutiu. Ara bé, h(V(r,y)) = h(t+ 7,5) = p(t + 7,v(s)), i, per tant, si
que en conjuguen. Aixo té una série de conseqiiéncies:

i) Temps de vol a ¥: sigui x = h(y), amb h € C! un difeomorfime. Aixf,

Rl V — (—€,€) x Bs(0),
la funcié inversa. En les condicions de sempre, y = (¢,5)7, ¥ := v(B) C V, amb B C R"7! i
¥ M X. Existeix un temps de vol a X, per tot z € V. Evidentment, a t = 0, x € X, és a dir,

0
At =t, tal que ¢, (x) € 3, Vo € V. Noti’s que Vt € [0,¢.], ¢(t,z) € V.
Demostracié Es té que h~! descomposa en components,

co-[10)]

on la primera component és temporal i la segona correspon a s. D’aquesta forma es té z := h(y) =
@(ta V(S))7 perbv V(S) = V(h_l(x))~ Aixi dOIlCS, @(_t7x) = @(_tv Sp(ta V(S))) = @(_t + t7 V(S)) =
©(0,v(s)) = v(s) € X, on l'aplicacié

V =X

z —v(h ™ (z)),
és C.

ii) Sigui 9 € U un punt regular, llavors, com sabem, existeix ¥; m,, X. Considerem un temps
fixat t = 71 @, () := (1, 2). Llavors ¢ (xg) és, també, un punt regular, de forma que, com ja
sabem, també existeix ¥y M, (5,) X, és a dir, existeix seccié de Poincaré (transversal) a ¢, (o).
Els punts diferents d’zg a ¥; no tenen perque arribar a 35. (Dibuix)

Ara bé, 3 una aplicacié ” de pas”de X1 a Xy (localment a prop d’zg, per continuitat), P € C"
definida en un entorn d’xzg. Si considerem x € X, pot ser ¢, (x) ¢ Xa, perd, per continuitat,
si |z — xo| és suficientment petit, p-(z) € Va, s’apropa a Xy, de forma que 3¢, (, tals que
gotw(z)(goT(x)) € ¥s. (Dibuix)

Per tant, podem definir P de la forma
P:¥ — 3o
r— P(LIJ) = Sptg;f(m)((pT(x))» PecC”

Definici6é: Aplicacié de Poincaré

Podem definir 3; = Y5 = ¥ per poder definir P : 3 — ¥ anomenada aplicacié de retorn o Poincaré
(a X). El retorn a ¥ es pot deure a 'exsiténcia d’orbites periodiques, perod no només aquestes poden
verificar propietats de retorn. Aixi doncs,

P:YX —3

r— Ptom(z) (‘pT(m))

L’apliacié de Poincaré,al cas d’orbites periodiques, ens anira molt bé per estudiar propietats com ’esta-
bilitat.

Remark 5.9. Les orbites periodiques son punts fixos de l'aplicacié de Poincaré P.

Per poder estudiar I’estabilitat de les orbites periodiques necessitarem estudiar la dinamica d’un punt
fix (singular) del difeomorfisme P. Si P(zg) = x¢ és hiperbolic, el Teorema de Hartmann—Grobmann ens
diu que podem caracteritzar el tipus de punt del que es tracta estudiant la dindmica linial (linialitzada)
al voltant del punt xg.

5.5. Aplicacié6 de Poincaré i estabilitat d’una orbita periodica. Sigui & =
autonoma. Considerem P : ¥ — ¥ difeomorfisme C", ¥ h,, X. Es té que P(z.)
si x4 és un punt d’una orbita periodica de & = X ().

X (z) una EDO

T, Sl 1 només

Remark 5.10. Fer servir laplicacié de Poincaré ens permet trobar una orbita periodica de & = X (x)
sense necessitat de saber-ne el periode.
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També fer notar ’existencia de ’aplicacié estetrostopica, que és, en poques paraules, I’aplicacié de
Poincaré per un camp amb format periodic,

= X(x) + eg(t,x),

on P:x(t) = xz(t+T), de forma que podem escriure & = X (z) + €g(0, x), 6 = 1, o, de mateixa forma,
z=(x,0), 2= Z(z), amb ¥ = {6 = 0}.

5.5.1. Estabilitat de I’orbita periodica. Sigui P(x,) = x, punt fix, és a dir, z, punt d’una orbita periddica
de & = X(x). Suposem que aquesta orbita periodica té peridde T' > 0. Sigui z punt proper a .. Aix{

©7(2) = o1(24) + Do o1 (@) (2 — 24) + 0(|2 — 2.4]?)
= 2 + Dyyor(2.) + 0(|2 — 2.]?),

on D, or(xs) és la primera variacional respecte les condicions inicials de ’orbita periodica a t = T.
Recordem que la variacional respecte les condicions inicials es podia escriure amb la matriu fonamental

M(t) = Dy X (i(x)) M, amb M(0) = I,,x,,. Aix{ doncs,

Definicié: Matriu de monotonia
La matriu de monotonia es defineix a partir de la matriu fonamental de la variacional respecte les
condicions inicials evaluada a t = T, on T és el periode d’una orbita periodica,

M = M(T).

Remark 5.11. La matriu de monotonia €és diferent de DP, I # DP. Per estudiar [’estabilitat volem
DP, les equacions variacionals només ens donen I, per desgracia.

Es pot veure que 9 té un valor propi igual a 1. Sigui £ = D, X (p1(x4))€, amb & € R™. La soluci6 és
E(t) = X(pe(xy)). Aixi dones, £(0) = X (po(x«)) = X (z4), 1, efectivament, £(T) = X (pr(x.)) = X (z4).
Aix{ doncs MX (x,) = X (x.), i, per tant, X (z,) és propi d’0 amb valor propi 1.

Sigui 7,,% = (v1,v2, ..., 051}, lavors (v1,va,...,vn_1, X (2.)) és base I’'R™. En aquesta base podem
escriure
0
MM = DP(x.) S
0
0 ... 01

on DP(xz,) esta expresada a la base que pertoqui. En particular I’orbita periodica és

e Estable: siinomés si VA€ Spec DP(xy), || < 1.
e Inestable si i només si V A € Spec DP(z.), |A| > 1.

Ens podem fer una pregunta bastant simple com, per exemple, si tot aixo esta ben definit. Resulta
que, l'estabilitat d’una orbita periodica no depen de la seccié de Poincaré, és a dir, no depen del punt x,.
De fet, I'estabilitat hauria d’ésser atribuida ’orbita, i, per tant, podriem agafar y, com punt de 'orbita
periodica i hauriem d’obtindre el mateix resultat. Aixo es pot veure de forma molt senzilla. Siguin
Y1 My, X135y, X, isiguin les aplicacions de pas, i les de Poincaré com, Py : ¥1 — 21, Pi2 1 ¥1 — 3o,
Py i Yo — 3o i Par 1 Mg — X41. Les aplicacions de ¥ a Yo, i a 'inrevés, defineixen un canvi de base
d’R™, canviant els vectors de ’espai tangent de X i el vector del camp X, és a dir,

R = (551 (s g (D) D (X051

(G g (s o () B (X)),

i, amés, es té P1o0P; = PyoP14 per definicié d’aplicacié de pas. Aleshores diferenciant els difeomorfismes,
trobem

ng(x*) = DP12($*)DP1(Z*)DP1_21 ((t*)

de forma que sén conjugats i I’espectre no varia.
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5.6. Cicles limits per camps d’R?. Sigui 'EDO autonoma i = X(z), X : U — R? x € R?, amb
X eC,r>1iU c R? obert.

Definici6: Cicle limit.
Un cicle limit v és una orbita periodica aillada.

No totes les orbites periodiques sén aillades. Per exemple, un camp conservatiu amb un centre. No aillada
vol dir que les orbites veines sén peridodiques. A R? podem tenir 3 possibilitats:

i) v cile limit estable: les orbites veines convergeixen cap a 7.
ii) v cicle limit inestable: les drbites veines s’allunyen de ~.
iii) v cicle limit semiestable: cas intermedi entre 1) i ii).

Dibuixos. Aquestes, evidentment, es poden caracteritzar per aplicacié de Poincaré, P : ¥ — X, tenint
en ment que per qualsevol punt del cicle limit v, z, € 7, es té P(xy) = x, es té

i) v estable: P'(0) < 1.
ii) v inestable: P’(0) > 1.
iii) v semiestable: P’(0) =1, P”(0) # 0.

5.7. Comportament assimptotic de les solucions a R”. Sigui £ = X(z) una EDO autonoma i
o(t, ) el seu flux associat.

Definicié: Conjunts a—limit i w—limit.
Sigui x € U (al context del curs). Definim els conjunts w—limit, w(z), i a—limit, a(x), de la forma

w(@) = {z €U|Htaln /0| 6ltn,7), =2}

az) = {z eU | Hitntn \y —0 | @(tn, ) N z}

Es poden caracteritzar els conjunts anterior a partir de dos petits teoremes:

Teorema: Caracteritzacié dels a—limit i w—limit.
Al context del curs,

i) Si z € w(z), llavors z € 61 (x) (temps positius), i si z € a(z), llavors z € 6= (z) (temps
negatiu).

ii) Els conjunts no depenen del punt z, siné de l'orbita, és a dir, si z,y € 6(x), llavors, w(z) =
w(y), 1 de forma analoga pel a—limit.

Demostracié Si z € w(z), 3 {t,}n ~ +00 tals que lim;, o0 ¢(tn,x) = 2. Aixi doncs, sigui y € 0(x).
Sabem doncs, que 3 t* tals que y = ¢(t*, x), de forma que = = p(—t*,y). D’aquesta forma

z= lim @(t,,x) = lim @(t,,o(—t*,y)) = lim @(t, —t*,y) = lim <p(t~n,y).

tn—00 ty—>00 tn—>00 tp—>00
Aix{ dones, {t, :=t, —t*}, /" +oo tals que z € w(y). Les definicions sén, doncs, equivalents, sota una

reparametritzacié de la successié {t,},. Aix{ doncs, podem afirmar que w(x) = w(z;), YV z; € 6(z), o,

w(z) == w(b(x)).

5.8. Propietats dels conjunts «,w—limit. Al context del curs,

Teorema: Propietats dels conjunts a—limit i w—limit.
Sigui x € U tals que 3 K C U compacte tal que

0t (z) = {¢(t,z), Vt >0} C K.
Llavors w(z) és compacte, connex, no buit (diferent del conjunt buit ({0}) i invariant pel flux (o el
camp) (¢, ).
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Demostracié Tenim, en definitiva, que

w(z) = ﬂ o([t, +00), x).

t>0

Aix{ doncs w(x) és interseccié decreixent dels conjunts ¢([t, +00), ) compactes, connexos i no buits, ja
que estan contiguts a K. Aix{ doncs, per resultats de topologia, w(z) és compacte, connex, i diferent del
conjunt buit {(}.

Per veure que és un invariant per X, volem veure que si z € w(x), llavors p(t, z) € w(x), Vi € R. Aix{
doncs, sigui z € w(xz). Sabem, doncs, que 3 {t,}, / +oo tals que z = limy, 00 p(tn,x), per un cert
r €U. Aixi, Vt € R, tenim

pt,2) i=¢ <t’t,}13100 ea(tn,w)) :
Per continuitat, aixo resulta ser,

m @t +ty,z) = lim ¢(t,,7) =z € w(x).

plt.z) = lim ot o(tn, ) = lim (im
Ja que la successi6 {t, =t +t,}, / +oo. Aixi doncs, ¢(t,2) € w(x).

Remark 5.12. Si z € w(x), lavors ¢(t,z) € w(z) C K. El teorema d’aprozimacid de la frontera esta
definit Vi € R (mai escapa de KC).

Remark 5.13. Si 0% (x) ¢ K (és a dir, no existeix cap K compacte tals que...), llavors, potser w(x) no
connez, €s a dir, no ben definit.

Definicié: Regié D C U.
Incomplet

Teorema: Poincaré—Bendixon (R?).
Sigui zg € U. Suposem que 3 K compacte positivament invariant, és a dir, tals que 6% (z) € K, i que
X (z) té un nombre finit de punts critics sobre w(xg), dintre de K. Llavors w(zg) pot anar a
i) un punt fix.
ii) una orbita periodica.
iii) un grafic.
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