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stdad de Barcelona.
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1. CURvAS PARAMETRIZADAS, REPARAMETRIZACIONES, PARAMETRO ARCO Y ESPACIOS
OSCULADORES.

Sea I un intervalo abierto o cerrado de R. Llamaremos curva parametrizada a la aplicaciéon
«a: I — R". Tales curvas pueden ser continuas, derivables, etc. En lo que sigue, particularizaremos en el
caso de curvas infinitamente derivables, que llamaremos curvas diferenciables o mas sencillamente curvas.

Llamaremos traza de o : I — R™ al subconjunto «(I) C R™. Se dird que una curva es plana si su traza
estd contenida en un plano de R™ y alabeada si estd contenida en una subvariedad lineal de dimensién
3, y no es plana. Remarcamos que la traza de « no coincide con la gréfica de «, que es el subconjunto
L= {(t,z) |z =a(t)} de R**L.

Llamaremos punto de a a los puntos (¢, a(t)) de la grafica I'. Por tanto, como un punto de « es un par
que queda totalmente determinado por su primera componente a partir de «, a menudo diremos que t es
punto de a. También, si « inyectiva, el punto (¢, a(t)) queda determinado por su segunda componente y
en este caso diremos que p = a(t) es punto de «.

1.1. Reparametrizaciones. Curvas geomeétricas.

Definition 1.1. Sea J otro intervalo de R, una aplicacion h : J — I diremos que es un difeomorfismo
o cambio de variables si h diferenciable, biyectiva y de inversa diferenciable.

Si a: I — R™ es una curva diferenciable, diremos que la curva 8 : J — R™ definida por 8 = h o «,
es una reparametrizacion de a. Si definimos entre todas las curvas parametrizadas una relacién a ~ f3
cuando 3 es una reparametrizacién de a, es inmediato que ~ es una relacion de equivalencia, y llamamos
curvas geométricas a sus clases de equivalencia. Entonces, si una curva se obtiene reparametrizando otra,
se dice que representan la misma curva geométrica.
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1.2. Curvas regulares. Rectas tangentes. Sea a : I — R" una curva diferenciable. Diremos que
a regular en ¢ si la primera derivada o' (t) es diferente de cero. También se dice que ¢ es punto regular
de a. Por otro lado, si o/ (t) es nula, se dice que t es punto singular de .

Si « regular en ¢, llamamos vector tangente al vector o (t) y definimos la recta tangente a la curva
en el punto £ como

(1) z (t) = a(t)+ (o (1)

Diremos que « es regular (o 1—regular) si lo es para todo ¢ . Por otro lado, notamos que si § una
reparametrizacién de « con o = h o 8 entonces o' (t) = 3’ (h(t)) - B’ (t) con A’ () # 0 de forma que si y
solo si a regular en ¢ entonces 5 regular en h (t). Es decir, la regularidad de una curva no depende de la
parametrizacion, es una propiedad geométrica de la curva.

Asi, vemos que el vector tangente puede depender de la parametrizacién, pero la recta tangente no
puede, y pues

(2) z () =a(t)+ o 1) =p(h)+ (B (1)

y por tanto la recta tangente también es una propiedad geométrica de la curva.

Por otro lado, los vectores tangentes permiten definir dngulos entre curvas. Si suponemos que dos
curvas se cortan en un mismo punto de diferentes valores de sus pardmetros, podemos definir el angulo
que forman en ese punto calculando el angulo que forman sus vectores tangentes en ese punto, es decir

o'(t1) y B'(t2)-

1.3. Longitud de una curva y el pardametro arco. Sea « : I — R" una curva diferenciable regular.
Dados dos puntos ty y t; de I, se define la longitud de « entre ty y t; como

(3) long (a5 to,t1) = / 1 o (t)dt

to

De forma evidente, si o/(t) = 1 para todo ¢, entonces
IOIlg (Oé; to,tl) =11 — to

y en el supuesto caso en que tg = 0 y que t; = t tendremos lo que recibe el nombre de arco. En el caso
que la longitud de una curva coincide con el pardmetro, decimos que la curva « esta parametrizada por
el arco.

Theorem 1.2. Sea a : I — R"™ una curva diferenciable regular. Entonces existe un difeomorfismo
h:J—1tal que B=hoa: J— R" es una reparametrizacion de o, por el pardmetro arco.

Para demostrar el teorema tomaremos fijado ty de I y definimos s : I — R como

t

(4) s(t) = / o (u)du
to

de forma que por tel teorema fundamental del célculo, tenemos

(5) st)=a (t)>0

de forma que s: I — s(I) es una funcién creciente, biyectiva y de inversa diferenciable, es decir, s es un
difeomorfismo. Si ahora tomamos h : s(I) — I la aplicacién inversa de s, tenemos

(6) W)=~

y por tanto, se verifica que como 8 =ho «

(7) B'(s) =o' (h(s)) - h'(s) =1

y por tanto, 8 queda parametrizada por el arco.
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1.4. Espacios osculadores. Se ha visto a lo largo del primer capitulo que la recta tangente no depende
de la parametrizacién. Se puede generalizar este resultado con derivadas de orden superior

Definition 1.3. Dado un punto t de la curva o, llamaremos espacio k—osculador de o en el punto t, al
espacio vectorial generado por las k primeras deriwvadas de o en t, que denotaremos por

(8) Trsor = < {o/(t), a(t),. .., (t)} >

Notamos que se tiene una sucesién creciente

9) Tiia ST C--- ST C--- CR"

y que si T o0 = Tiy1,« para todo t, entonces Ti 1o = Try1 00 = Tiyo = ... para todo t. Por otro
lado, se dice que la curva o es k—regular en el punto t si
(10) dim T oo = k
es decir, si el rang(o/, . . ., ak)) = k. Se dice que « es k—regular si lo es para todo t. También, se dice que
a es k—regular a lo sumo en el punto t si
(11) dimﬁyta = ]{i, 77€7t05 = 77€+1,ta = ...

y que es k—regular a lo sumo si lo es para todo t.

2. LA BASE DE FRENET.

En este tema se ve como el proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt interviene en el estudio
local de una curva.

Theorem 2.1. Ortonormalizaciéon de Gram—Schmidt. Dada una base de vectores linealmente in-
dependientes {w;} de un espacio euclideo E, existe una tnica base ortonormal {w;} de E, tal que la
matriz cambio de base T, cuyas columnas son las componentes de los vectores w, en las base {u;} es una
matriz triangular superior y cuyos coeficientes de la diagonal principal son positivos.

Asf, si G es la matriz de Gram de la base {w;}, la matriz S = T, cuyas columnas son las
componentes de los vectores u, de la base de Gram —Schmidt en la base {w;}, es la tnica matriz
triangular superior, cuyos coeficientes de la diagonal principal son positivos y tal que STGS = 1.

Se puede relacionar esta ttlima igualdad con la factorizacion de Cholesky. En efecto, recordemos que
el teorema de factorizacion de Cholesky afirma que dada una matriz real, simétrica y definida positiva H
existe una tinica matriz A triangular superior y con diagonal positiva, tal que H = AT A. De manera que,
tomando como G la matriz de Gram, vemos que A := T (la matriz cuyas columas son las componentes de
los vectores w,, en la base {u;})y que por tanto, podemos calcular la matriz S, a partir de la factorizacién
de Cholesky, pues S = A~ 1.

2.1. La base de Frenet. Sea a : I — R"™ una curva diferenciable n—regular. El espacio osculador
Toia = {(t),a"(t),...,a™(t)}) = R" y como estamos considerando el espacio euclideo R", el teorema
de Gram—Schmidt aplicado a la base natural del espacio osculador, prueba el siguiente teorema.

Theorem 2.2. La base de Frenet. Existe una unica familia de aplicaciones diferenciables
(12) Uy, U, ..., Uy 2 I — R”
tal que para todo t, {wi(t),ua(t),...,u,(t)} es la base de Gram—Schmidt asociada a la base
{a/(t),a"(t),...,a™ (1)} del espacio osculador Ty, sox.
A esta famdlia de aplicaciones se le llama base de Frenet de la curva a(t). De forma mds general,

podriamos decir que a(t) es k—regular y obtendriamos la base de Frenet de los espacios osculadores Ty, jox.

Para demostrar el teorema anterior basta con aplicar el teorema de ortonormalizacion de
Gram—Schmidt. Por otro lado, ya vimos en el tema anterior que el vector tangente unitario o/(s) = u1(s)
no es un invariante geométrico, pues si consideramos la parametrizacién @(s) = a(—s), entonces

(13) u(s) = a(s) = —a'(—=s) = —u1(—s)

Resulta, a partir de aqui que



4 OT GARCES Y ADRIA GARCES

(14) a2kt (5) = —a2HD ()
(15) a?(s) = oM (—s)
con k € N y por tanto, al aplicar la ortonormalizacién, se obtiene
Theorem 2.3. La base de Frenet {u; (t), ua(t), ..., u,(t)} de la reparametrizacion a(s) = a(—s) verifica
(16) o1 (5) = — k1 (—5)
(17) U (s) = uzk(—5)

con k € N. En definitiva, concluimos que la base de Frenet no es un invariante geométrico de la curva,
aunque si lo es el conjunto de rectas que engendra la base de Frenet.

2.2. Expresiéon matricial de la base de Frenet. Aplicando los resultados recordados al principio
sobre la ortogonalizacién de Gram—Schmidt resulta el teorema siguiente

Theorem 2.4. La matriz T, cuyas columnas son las componentes de los vectores oP) (t), p<nenla
base de Frenet {u;(t), us(t),..., u,(t)} es una matriz triangular superior cuya diagonal principal es'

(18) v i=¢, V3, ..., Uy

Ademds, si S = T! es la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores de la ba-
se de Frenet w, en la base {a/(t),a”(1),...,a™(t)}, entonces S es la tunica matriz triangular supe-
rior con diagonal principal positiva y que verifica STGS = 1, siendo G la matriz de Gram de la base

{/ (1), 0" (t), ..., a™ ()}

2.3. Las férmulas de Frenet para una curva n—regular, parametrizada por el arco. Consi-
deraremos « : I — R™, parametrizada por el arco, de forma que

(19) t=2a(s) = ui(s)
debidamente normalizado por la condicién de curva parametrizada por el arco. Por la propia construc-
cién de la base de Frenet {uq(s), ua(s),..., u,(s)} sabemos que para todo p < n, se cumple

{ui(s), ua(s), ..., up(s)}) = ({vi(s), va(s), ..., vp(s)})
= ({o/(s),o/'(s), s 7ap)(s)}> = 7;7,80‘

por tanto, u;, pertenece a 711 sy asi

(20) (up,uj)=0 si j>p+1
de forma que la expresién de u;, en la base de Frenet serd
p+1
(21) uy, = Z(u;, uj)u;
j=1

Ahora, como la base de Frenet es ortonormal, se tiene que (up, u;) = d,;, por lo que al derivar se tiene
(up, uj) +(up,uf) =0 si p#j
(up,up) =0 si p=j

De aqui también resulta que si j < p — 1, se tiene

(22) (up, uj) = —(uj,up) =0 yaque p>j+1

y en consecuencia, la anterior expresién de u; se simplifica enormemente, pues
p+1

(23) uy, = Z<u;7 Uj)uj = (U, Up—1)Up—1 + (U, Upi1)Upi1
j=1

(24) = —(uy, u;71>up,1 + <u;, Up 1) Upt1

i6 ; Ve i iz — i i Vi
1a notacién para los v; son los vectores sin normalizar de la base de Gram—Schmidt, es decir, los vectores que forman
la base ortogonal, no ortonormal.
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de la expresién (2.13), definiremos al coeficiente (u;,, up11) como la p—éssima curvatura de o en el
punto s, y la denotaremos por

(25) kip(s) = (up(s), upia(s))
Esta funcién ky(s) es diferenciable en tanto que u,,(s) y u,41(s) lo son. De aqui hallamos

Theorem 2.5. (de las férmulas de Frenet). Si a es una curva parametrizada por el arco, las derivadas
de la base de Frenet con respecto al parametro arco son

(26) ) (s) = ka(s)ua(s)

(27) uy(s) = —k(s)ua(s) + ka(s)us(s)

(28) :

(29) Uy 1 (8) = —kn—2(8)Un—2(8) + kn—1un(s)

(30) Uy (8) = —kn-1(5)tn—1(s)

Theorem 2.6. Las curvaturas ki, ko, ..., kn—1 de una curva son invariantes geométricos.

Recordando que vimos que si consideramos la reparametrizacién a(s) = a(—s), se verifcaba que

(31) Uok11(8) = —u2p41(—5)
(32) Uok(s) = uak(—s)
de forma que se verifiard que
(33) Uy 1(8) = Uipqr (—5)
(34) U (s) = —uhy(—s)
y se deduce que las curvaturas ki, ko, oo, kneq v ki1, ka, ..., k,_1 coinciden.

2.4. Calculo de las curvaturas. Sea « : I — R" una curva diferenciable y n—regular, parametrizada
por el arco. Sea {wu1(s), uz2(s),...,u,(s)} su base de Frenet, y k1, ka,..., kn—1 sus curvaturas. Para
simplificar algunas de las expresiones que siguen definiremos kg := 1.

Theorem 2.7. Paratodop=1,...,nytodoi=1,...,p—1 existen funciones diferenciables \p; : I = R
tales que
p—1
(35) P (s) = (kikz . k1) wy + > Aty
i=1
En particular, las curvaturas ky, ko, ..., kn—1 # 0, para todo s.

Lo demostraremos por induccién sobre p. Si p = 1, la igualdad resulta de kg = 1, y la propia definicién
de u; := &/(s). Supongamos que ahora p > 1y que

p—2

(36) Oép_l)<8> = (k1ks. .. k‘p,Q) Up—1 + Z Ap—1,iU;

i=1
Si derivamos la ultima expresién, tenemos que

p—2

aP)(s) = (kiky .. kp_2) up g + (kika . kpoo) wpo1 + YN,y u

i=1
p—2
!
+ E A1
i=1

y aplicando las férmulas de Frenet, resulta

p—1
(37) O[p) (S) = (k’lkg . kp—l) up + Z )\;,;J’U@

=1
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Por otro lado, si tuviéramos una curvatura nula en un punto s, entonces tendriamos
p—1

(38) aP(s) = E Apit;
i=1

y como ({uy(s), ua(s),...,up_1(s)}) = ({a/(s),a”(s),...,aP~ Y (s)}), resultaria que a no es n—regular
en el punto s considerado.

2.5. Base positiva de Frenet y curvatura con signo k,_;. Hasta ahora no hemos supuesto que
el espacio euclideo estuviera orientado pero si suponemos que lo hemos orientado de forma que la base
canénica {eq, ea, ..., e,, } es positiva, entonces se da la siguiente defincién.

Definition 2.8. Sea a : I — R™ una curva diferenciable n—regular, y sea {ui(s), u2(s), ..., u,(s)}
su base de Frenet. Se llama base positiva de Frenet a la familia de aplicaciones diferenciables
{ui(s), ua(s), ..., un(s)}, siendo w,(s) = tu,(s) tomando el signo de manera que la base sea positi-
va, es decir, tal que det (ui(s), ua(s),...,un(s)) > 0.

Es inmediato que si ponemos

kpno1==xk, 1
segin sea Un(s) = *u,(s), entonces las formulas de Frenet son vélidas para la base positiva de
Frenet, pues la tinica ecuacién que cambia es la 1iltima, que ahora queda ;,(s) = —kn_1u,—1(s). A esta

cruvatura k,_1 = +k,_1 se la llama curvatura con signo de a.

En resumen, si det(u1, us, ..., u,) > 0, la base de Frenet coincide con la base positiva de Frenet,
y la curvatura con signo es k,_1 = k,—1, mientras que si det(uy, us,...,u,) < 0, la base positiva de
Frenet es (w1, ua,...,—u,) vy la curvatura con signo es k,—1 = —kp_1.

2.6. Terminologia clasica. En el caso de curvas planas a : I — R?, la base de Frenet estd formada
por dos vectores, {u1(s), uz(s)}, y la base positiva de Frenet estd formada por el vector tangente unitario
y el vector normal unitario respectivamente,

(39) t:= U,
(40) n = tus

de forma que {¢,n} es una base ortonormal positiva de R?. En el caso de curvas generalmente alabeadas
a: I — R3 la base de Frenet estd formada por los vectores {u1(s), ua(s), u3(s)} y la base positiva
de Frenet se define por los vecotres tangente unitario, normal unitario y binormal unitario definidos
respectivamente como

(41) t .= U1
(42) n .= us
(43) b= tus

de forma que {t,n, b} es una base ortonormal positiva de R3. Al tratarse de casos sencillos, podemos
construir los vectores sin emplear ortonormalizacion de Gram—Schimdt. Tradicionalmente, estos vectores
se han calculado como

(44) t=a'(s)/d(s)
(45) b= (d(s) x a”"(s)) /a/(s) x a"(s)
(46) n=>bxt
Con estas notaciones, el plano osculador Tz sa es €l plano ({t,n}), y se llama plano tangente al plano

({t,b}) y plano normal al plano ({n,b}). A veces a este triedro se le llama triedro de Frenet, aunque
también se llama asi a la base de Frenet que lo define.
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En el caso de curvas planas a : I — R2, sélo se tiene una curvatura ki, y por tanto una curvatura con
signo k1 a la que se le llama simplemente curvatura k(s) de «(s), y por tanto verifica

(47) t'=kn
(48) n' = —kt

En el caso de curvas en el espacio a: I — R3, se tiene dos curvaturas ki, ko y se llama curvatura a
k(s) = k1(s) y torsién a 7(s) = ka(s) de «a(s). Las ecuaciones de Frenet quedan, entonces

(49) t'=kn
(50) n' = —kt+7b
(51) b =—mn

3. CURVATURAS Y FORMULAS DE FRENET PARA CURVAS NO NECESARIAMENTE PARAMETRIZADAS
POR EL ARCO.

En el tema anterior hemos introducido las curvas y las férmulas de Frenet para curvas, suponiendo
que las curvas estaban parametrizadas por el arco. En este tema vamos a estudiar estos conceptos para
una parametrizacién arbitraria.

3.1. Foérmulas de Frenet para una curva no parametrizada por el arco. Sea o : I — R"
una curva diferenciable n—regular, con celeridad ¢ = ||o/(t)|| # 1 (las curvas de celeridad unidad son
parametrizables por el arco).

Theorem 3.1. (de las férmulas de Frenet) Las derivadas de la base de Frenet con respecto a t son

(52) () = chyun(t)

(53) ’U,/Q(t) = —ckiu (t) + Ckg’lllg(t)

(54)

(55) w1 (t) = —ckp_ot,_o(t) + ckn_1un(t)
(56) o (1) = —chn 11 (1)

Demostracion. Sila curva que estudiamos «(t) no estd parametrizada por el arco, hemos visto que
existe un cambio de variables t = h(s) tal que S(s) = a(h(s)) si que estd parametrizado por el arco.
Teniendo en cuenta que & = dds — %c, y aplicando las férmulas de Frenet que hemos obtenido para

dt — dsdt
B, resulta el teorema.

3.2. Calculo de las curvaturas a partir de la base de Frenet. Para simplificar algunas de las
expresiones que siguen definiremos ky = 1.

Theorem 3.2. Si a(t) es una curva con celeridad ¢ = ||a/(t)||, para todo p = 1,...,n, y todo i =
1,...,p— 1, existen funciones Ap; : I — R tales que
(57) o) (t) = (kika .. Bpac)up + Y Apiw

1<i<p

Demostracion. Por induccién sobre p. Si p = 1, la igualdad resulta de kg = 1, y la propia definicion
de uy: w3 = &/ /c. Supongamos que p > 1, y que
Oépil) (t) = (]{31]{32 e k'p_gcpil)’ll,p_l =+ Z )\p_uu,;
1<i<p—1
Derivando se obtiene
aP (t) = (krky .. kpoc? u g+ (kika . kpad Y upy + > N u

1<i<p—1
/
+ E )‘P—Liu’i
1<i<p—1
de forma que aplicando las férmulas de Frenet, resulta

(58) AP (t) = (knky .. kporc) up+ D At

1<i<p
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El anterior teorema se puede expresar matricialmente: si 7" es la matriz cuyas columnas son las com-
ponentes de los vectores aP) (t) en la base de Frenet, entonces T' es una matriz triangular superior cuya
diagonal principal es de la forma

C, k;lc2, k‘lk‘gcg, ey k‘lk‘g ce kn_lc"
Corollary 3.3. Si A1, A2,..., A\, es la diagonal principal de la matriz T, cuyas columnas son las com-
ponentes de los vectores o) (t) en la base de Frenet {u;(t)}, con i = 1,...,n entonces \y = ¢ y las
curvaturas de la curva a(t) son
(59) kp=Xpr1/chp, p=1,...,n—1
Corollary 3.4. Las p primeras curvaturas ki, ka, ..., k, soélo dependen de las p + 1 primeras derivadas
o 0", ... Pt de la curva aft).

3.3. Positividad de las curvaturas. El anterior corolario se puede reformular en términos de los
vectores {v;} que ortogonalizan la base {a/(t),a”(t),...,a™(t)}, pues en el anterior tema habfamos
probado que esta diagonal principal también se podia expresar como

v, V2, ..., Un
y resulta asi, inmediatamente que

Theorem 3.5. Las curvaturas de la curva a(t) son

(60) kp(t) = vpp1/mv,, p=1,...,n—1
y en consecuencia, son positivas, esto es ky(t) > 0 para todo t.

3.4. Expresion de las curvaturas en términos de determinantes. Vamos a ver, ahora, una
expresion clasica de las curvaturas en términos de determinantes. Para cada t, los p primeros vectores
de la base de Frenet {ui(t), ua(t),..., u,(t)} forman una base del espacio osculador 7, v, asi podemos
considerar los determinantes

A, = det (o/(t), o (t),...,aP"V(1), ap)(t))
u
= det (o/(t), (), P (), P (1), Upy 1, Upia, - un>
Theorem 3.6. Sip=1,...,n—1, la curvatura k, es el cociente
(61) ky = Api1/kike. .k 1cPTHA,
Demostracion. En un teorema anterior hemos probado que

Olerl) (t) = (kle N kp0p+1)’ll,p+1 + Z )\p+11i'ui
1<i<p+1
y, por la construccién de la base de Frenet,
{d'(t),a" (t),..., ozp)(t)}) = ({u1,ug,...,up})

Por tanto, utilizando la primera igualdad en

AP+1 = det ((Jél(t), O//(t)a B ap) (t)v ap-l-l) (t)a Up+2, Up+3; - -+ un)

resulta

(62) Api1 = kika .. kP A,

Corollary 3.7. En el caso de la ultima curvatura se tiene

(63) Fin 1 = | det (o/(t)7 &(t),...,a" (t)) 1/ (1« kn—aC™ A1)
y por tanto

(64) Fn1 = det (a’(t), a(1), .. a")(t)> [ (k1 ko™ An_1)

siendo {e;} el conjunto de vectores de la base estindar de R"
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Demostracion. Se sigue del teorema que

kpno1=An/ (k1. . kn—aoc"Ap_1)
= det (a/(1),0"(8),...,a" () / (k. Kac" Ap1)
= | det (a’(t),o/’(t), ™ (t)) 1/ (1« KnaC™ A1)
dado que tanto {u;} como {e;} son bases ortonormales de R" y
det (o/(t), Q1) .., (t)) >0
La igualdad para la curvatura con signo se sigue inmediatamente de la anterior.

Example 3.8. Podemos ver cdmo quedan las formulas anteriores para las curvaturas (con signo) en los
casos cldsicos de curvas planas y alabeadas. En primer lugar, podemos notar que

(65) Ay = dst(o/(t)) =d(t)=c

ya que por definicion de uy se tiene que up = o' (t)/a’(t)

» Sin =2, para la curvatura con signo k(t) se tiene
(66) k(t) = k(1) = det (o (t), 0" (1)) fo(t)°
s Sin =3, la curvatura k = k1 y por tanto se tiene
k(t) = ki(t) = Ay/? Ay = det (& (t), " (), u3) /*
= | det (o (1), o (t), us) | /*
= [{a’(t) x o”(t), us)|/’
— o(t) x o (1) /"
mientras que para la torsion T(t) = ko(t) se tiene
(67) 7(t) = kp = det (o'(t), 0" (t), o (t)) /o (t) % a(t)°
FEstas férmulas se usan en algunas presentaciones para definir la curvatura y la torsion (a veces el
signo depende del convenio tomado).

3.5. Calculo de las curvaturas sin la base de Frenet. El resultado relevante, que vamos a ver
ahora, es que los anteriores determinantes A, se pueden obtener sin recurrir a la base de Frenet; se pueden
calcular directamente a partir de las componentes del conjunto de vectores {a/(t),a”(t),...,a™(t)} en
la base estandar de R", utilizando las matrices de Gram de los espacios osculadores.

En efecto, sea G, la matriz de Gram de la base {a/(t),a”(t),...,a?)(t)} del espacio osculador T, ;c.
O sea, el menor principal superior de orden p de la matriz de Gram G,, del espacio osculador 7T, ra. Esta
matriz de gram G, se puede obtener con la matriz de dimensién n x p denotada por D, ,, cuyas columnas

son las componentes de los vectores {a/(t),a” (t),...,aP)(t)} en la base {uy(t), ua(t), ..., u,(t)}, pues
(68) Gp =D}, Dy

y como det D), ,, := A,, resulta que

(69) det G, = det DY, Dy, = (A,)

de forma inmediata se tiene que

(70) Ap = +/det G,

Pero también se puede obtener la matriz de Gram G, directamente de la matriz n X p denotada por D,
cuyas columnas son las componentes de los vectores {/(t),a” (t),...,aP)(t)} en la base estandar de R™.
(71) G,=DID,

y de aqui resulta
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Theorem 3.9. Para todo p, 1 <p <n—1, se tiene que

(72) by = +/det Gpyr/ (Rikz . kya /Aot Gy )

Notamos que en particular, se tiene que

(73) ki = ++/det Gy /¢

(74) ko = 4++/det G/ det G

Example 3.10. En el caso de una curva en R3, como la identidad de Lagrange nos da
(75) det G = (o, o/} ", ") — (o/,0")? = o x o'

la expresion (3.22) para k1 queda

(76) ki =ao x o'/

como hemos visto anteriormente, y también para (3.23)

(77) ks = det (¢, ", ") Jo/ x o

que también es equivalente a las otras formulas obtenidas anteriormente.

4. EL TEOREMA DE INMERSION.

Recordemos que una curva diferenciable « : I — R™ se dice que es m—regular a lo sumo si «(t) es
m—regular, es decir

(78) rang (o/(t), (1), ..., a™ (t)) —m Wt
pero también
(79) rang (o/(t), o (t),...,a™(t), am+1)(t)> —m Wt

El objetivo principal de este tema es probar que toda curva m—regular a lo sumo tiene su traza contenida
en una subvariedad lineal de dimensién m. Es decir, para toda a(t) m—regular a lo sumo, Tr a(t) :=
a () Calto) + Tm.te 0

4.1. El lema de plenitud. Para simplificar las notaciones, supondremos que g := 0 € I. Esto podria
conseguirse haciendo una translaciéon del dominio de definicién de «(t) de forma que su nuevo dominio
contenga tg.

Lemma 4.1. Sea o : I — R"™ una curva diferenciable m—regular a lo sumo. Entonces la familia de
subespacios osculadores

(80) T = {{a'(),0" (), 0™ ()})
es constante, es decir, Tm o0 = T, Vi

Demostracion. Supongamos que Ity tal que

(81) F(0) := T 00 # Tmoc =: F(to)

entonces 3 wy,41 de F(tp) tal que dim{F(0) + (wm,41)} = m + 1. Por el teorema de Steinitz,
Jwgto, ..., w, tal que

(82) ({a(0),a"(0),...,a™ (0), Ws1, Wyns2, . wn f) =R
y por tanto, se tendrd que
(83) det (0/(0)7 a”(0), ..., ™ (0), W i1, Whmio,-- -, wn) #0

Si ahora dividimos w,, por el valor del determinante, podemos suponer que el nuevo determinante serd
+1. Consideramos ahora la funcién

(84) D(t) := det (o/(t), Q1)+ ™ (), Wity Wonsas - -« wn)



GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 11

derivando obtenemos
D'(t) = det (a”(t), Q" (1), ™ (), W1 Wangos -« - wn>
et (o (1), " (1), . .., &™) (£), W1, Wrnsos - - .,'wn>
N
+ det (a’(t), (1), ..., a™ V), ™V (), Wi 1, Wng2, - - wn>
pues los primeros determinantes se anulan, y inicamente queda el ultimo de ellos. Asi pues

(85) D'(t) = det (O/(t), " (t), .., o™V (1), @™V (), Wit 1, Winsa, wn)

Por otro lado, como a™*V)(t) es linealmente dependiente de o' (t),a”(t),...,a"™)(t) ¥ t, y estos son
linealmente independientes, entonces 3 h;(¢t) diferenciables tales que

(86) ™) = Y hi(t)a? (1)

de forma que el determinante anterior se simplifica y uno obtiene
D'(t) = det (0'(6),a”(t), .., 0™ D (8), hyn ()™ (), W1, Wy 2, - w0 )

= huy(t) det (a'(t), Q" (1), a™ D), @™ (E), Wt 1, Wiz - - - wn)
= hn () D(t)

de forma que obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria para D(t). Esta ecuacién diferencial se integra
de forma inmediata y su solucién es

t
(87) D(t) = exp ( / hm(t’)dt’>
0
En particular, resulta que
(88) D(to) = det (a’(to), & (to), ..., 0™ (t0), Wint 1, Wing2s - -« wn> £0

lo que resulta contradictorio, puesto que habiamos tomado w,,4+1 perteneciente a F'(tg). Asi, T oo =
T tx, Vt, como queriamos demostrar.

4.2. El teorema de inmersién de las curvas m—regulares.

Theorem 4.2. Sea o : I — R™ una curva diferenciable m—regular a lo sumo. Entonces, la traza de «,
a(l) estd contenida en una subvariedad afin m—dimensional de R™, que tiene como espacio director el
espacio osculador Ty, por.

Por el lema anterior, bastard que probemos el teorema equivalente:

Theorem 4.3. Sea o : I — R™ una curva diferenciable m—regular, tal que T 00 = Ty 1, para todo t.
Entonces la traza de a, a(I), estd contenida en una subvariedad afin m—dimensional de R™, que tiene
como espacio director el spacio osculador Tp, ocx.

Demostracion. Tomemos una base ortonormal wi, ws, ..., Wy, Wy, ..., w, de R™ tal que los vec-
tores wi, wa, ..., W, son una base de 7T, oo, mientras que los otros vectores w41, ..., Wy, son una base
del ortogonal de 7, oa. Se verificara, entonces, que el producto escalar
('), w;) =0 Vi=m+1,...,n.
Si consideramos, ahora, las funciones definidas por los productos escalares
(a(t) —a(0),w;), i=m+1,...,n,

al derivar obtendremos
d
&<a(t) —a(0),w;) = (/(t),w;) =0 Yi=m+1,...,n,

y por tanto
(a(t) — a(0),w;) =cte Vi=m+1,...,n,



12 OT GARCES Y ADRIA GARCES

y, como para t = 0 estos productos escalares son cero concluimos que

(a(t) — a(0),w;) =0, Vi=m+1,...,n.

Asi, al expresar el vector a(t) — «(0) en la base ortonormal wy, ..., w,, de R"™, obtenemos
a(t) —a(0) = D (a(t) — a(0),ww; = > {a(t) — a(0), w;)w;.
1<i<n 1<i<m
Y, por tanto,

a(t) =a(0)+ Y (a(t) — a(0), w)w; € a(0) + Tnoa
1<i<m
es decir que la traza de «, que es el conjunto formado por todas las imdgenes de «(t), estd contenida
en la variedad afin a(0) + T 00, que es una variedad afin del espacio director 7,0 ¥, por tanto, es de
dimensién m.

Corollary 4.4. Si la curva es 1—regular a lo sumo, esto es si o'(t) # 0 Vt, pero o/ (t) y o' (t) son
linealmente dependientes, entonces a(I) estd contenida en la recta

(89) z=(0) + ({a’(0)})

Corollary 4.5. Si la curva es 2—regular a lo sumo, esto es si
rang(c’(t), ' (t)) = rang(c/(t), " (t), "' (t)) =2 Vit

entonces (1) estd contenida en el plano

(90) 7 = a(0) + ({o/(0), 2" (0)})

4.3. Expresion del teorema de inmersién en términos de curvaturas. Podemos dar una versién
numérica del teorema de inmersién utilizando el siguiente resultado de Algebra Lineal.

Lemma 4.6. Sea wy, wo, ..., w,, un conjunto de vectores de un espacio euclideo E, entonces los vectores
wy, Wa, ..., Wy, son linealmente dependientes si, y solo si, el determinante de su matriz de Gram, G =
((wi, wy)), es cero (o son linealmente independientes si el determinante de su matriz de Gram es diferente
de cero).

Por tanto, podemos reformular la definicion que hemos dado de una curva m—regular a lo sumo,
utilizando determinantes de matrices Gram.
Sea o : I — R™ una curva diferenciable. Consideremos, para todo p, 1 < p < m + 1, la matriz n x p

D, (t) cuyas columnas son las componentes de los vectores o (t), o (t),...,aP)(t) en la base estandar de
R”, y sea

(91) Gy(t) = Dy () Dy(t)

la matriz de Gram de los vectores (a/(t),a’”(t),...,aP)(t)). Entonces el lema anterior implica el siguiente
resultado.

Proposition 4.7. La curva o : I — R™ es m—reqular a lo sumo si, y solo si,

(92) det Gy (t) £ 0, Vi
y
(93) det Gpan(t) =0, Vit

O bien, si ya suponemos que la curva es m—regular, entonces tendremos que es m—regular a lo sumo
si, y s6lo si, det G401 = 0, Vt.

Ahora, recordemos que en el tema anterior vimos que las curvaturas de una curva n—regular « en
R", se pueden expresar con los determinantes de las matrices de Gram. M&s precisamente, para todo p,
1 < p < n-—1,la curvatura k, se puede obtener inductivamente a partir de los determinantes de las
matrices G, por la férmula

(94) kp = +1/det Gpey /(kzlkg Ky y Pl /det Gp)

Supongamos ahora que la curva a: I — R™ es una curva m—regular, entonces el término de la derecha
de estas expresiones esta definido para p < m, y podemos utilizar estas formulas como definicién de las
curvaturas k,, y se tiene
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Proposition 4.8. Sea a: I — R™ una curva m—reqular, entonces a es m—regular a lo sumo si, y solo
sty la curvatura kn, (t) =0, Vt.

Con esto el teorema de inmersién se puede reformular asi:

Theorem 4.9. Sea o : I — R™ una curva diferenciable m—regular. Si la curvatura k,,(t) = 0, Vt,
entonces la traza de o estd contenida en la subvariedad afin m—dimensional o(0) + Tpy 0a de R™.

4.4. Bases de Frenet y curvaturas de una curva m—regular, con m < n. Hemos visto que si «
es una curva n—regular en R", (y por tanto es n—regular a lo sumo) todas las curvaturas k;, 1 <i <n—1,
son k; > 0.

Consideremos ahora una curva « : I — R™ p—regular, con p < n.

El siguiente resultado nos permitird suponer en un buen ntimero de situaciones que « es p—regular a
lo sumo.

Proposition 4.10. Eziste un intervalo (no vacio) J C I, tal que la restriccion de o a J, a: J — R™,
es m—reqular a lo sumo, con p < m < n.

Demostracion. Sia: I — R" es ya p—regular a lo sumo, la proposicién queda probada trivialmente.
Supongamos que « : I — R™ no es p—regular a lo sumo. Por tanto, existird un punto sg tal que

rang(c/ (so), @ (s0), - . ., ™ (s0)) = m > rang(a’(s), o (s),...,aP (s)) =p, Vse.J.
Ahora existira, por continuidad, un entorno J de sg tal que
(95) rang(a’(s), @’ (s),...,a™ (s)) = rang(a/(s), " (s),...,a™(s)) =m, VseJ

Por tanto, o : J — R"™ es m—regular a lo sumo, con p < m < n.

Vemos, por esta proposicién, que restringiendo la curva «a a J, podemos suponer que o es m—regular
a lo sumo.

Supongamos pues que « : I — R" es m—regular a lo sumo, con m < n.

Por el teorema de inmersién sabemos que la traza de « estd contenida en un subespacio afin L =
a(0) + Tm,oa de R™ de dimensién m. Asi tomando un sistema de coordenadas afines con origen «(0) y
una base ortonormal de 7,, oo, podemos considerar que a es una aplicacién I — R™, y por tanto las

bases de Frenet (ui(s), ua(s),...,um(s)) y las curvaturas k;(s), 1 < i < m — 1, estdn definidas y son
positivas k;(s) > 0.
Ahora podemos tomar una base ortonormal fija (%41, Uma2,--.,Uy,) del subespacio ortogonal

(’Tmﬁoa)l y entonces llamaremos base de Frenet de R™ de la curva « a la base ortonormal

{u1(5)7 U’Q(S)a AR 'u,m(s), Um+1, Um42,- -+ un}
Y definiremos las curvaturas k;(s) con m < i <n —1 por
(96) ki(s)=0, Vs

De esta manera, las férmulas de Frenet que tenemos para la curva « considerada como curva m—regular
en R™

(97) ui(s) = k1(s)ua(s)

(98) uy(s) = —k1(s)ui(s) + ka(s)us(s)

(99)

(100) Uy, 1(8) = —km—2(8)Um—2(5) + km—1Un(s)
(101) W (5) =~k 1 (5) 1 (5)

Podemos ampliarlas con

(102) Up11(8) =~k ()W (8) + kg1 Wmy2(s)
(103) :
(101) W1 (5) = —Fon () tn_2(5) + kp1()n(5)

(105) u, = —ky_1(8)Un_1
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ya que, al ser los vectores %,,4+1, U2, ..., U, constantes, sus derivadas son cero, y por tanto se satisfacen
trivialmente estas igualdades.

5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEOR{A DE CURVAS.

El objetivo de este tema es estudiar la existencia de curvas con curvaturas fijadas. En primer lugar
consideraremos el caso puntual, en el que consideraremos las curvaturas kq, ko, ..., k,_1 en un punto.
Ms4s tarde, consideraremos el caso més importante en que tomaremos funciones curvatura ki(t), ka(t),

.y kn—1(t) y estudiamos la existencia de curvas con estas funciones curvatura.

5.1. Forma local de una curva. Sea o : I — R” una curva diferenciable n—regular, t, punto
de «(t), y sean ki, ko, ..., k,—1 las curvaturas de a(t) en ty. Haciendo unos cambios de coordenadas
podemos suponer (para simplificar las notaciones) que tg = 0 y que a(0) = 0.

Desde el punto de vista diferenciable, la forma local de una aplicacién diferenciable viene dada por el
desarrollo de Taylor de la aplicacién. En este caso, al sustituir en el desarrollo, tenemos

(106) a(t) = a(0) + o’ (0)t + %o/’(O)tQ P }%a”)(O)tp +o

Por el otro lado, recuperamos las expresiones halladas en el tema cuarto para las derivadas de «(t)

(107) ap) (0) = (lﬁ]{ig - k‘p_lc”) uy, + Z )\p,i(O)ui
1<i<p

y se obtiene el siguiente resultado.

Theorem 5.1. Las componentes (aq(t),as(t),...,an(t)) de «(t) en la base de Frenet
{ur(t), ua(t), ..., un(t)} son

(108) ar(t) =ct+o(t)
(109) as(t) = (kic?/2!) £ + o(t?)

(110) az(t) = (kikac®/31) t* + o(t?)

(111)

(112) an(t) = (kikg ... kp—1"/n) " 4+ o(t™)

siendo o(t?) una funcién definida en un entorno de 0, tal que lim;_,o o(t?)/t? = 0.

Este resultado nos permite concluir que dada una familia arbitraria de curvaturas ki, ks, ..., k,_1 la
curva
(113) Oé(t) = (t, (k1/2') t27 (klkg/?)') t3, ey (klkg e kn_l/n!) tn)

tiene en t = 0, estas curvaturas, y que cualquier otra curva con estas curvaturas en t = 0, es una
pequena perturbacién de esta a(t).

5.2. El teorema fundamental de la teoria de curvas.

Theorem 5.2. Sean f1(s), f2(s),..., fu—1(s) : I — R, n — 1 funciones diferenciables estrictamente
positivas, entonces eziste una curva o : I — R™ n—regular y parametrizada por el arco, cuyas curvaturas
son ki(s),ka(s),...,kn_1(s) son respectivamente fi(s), fo(s),..., fn—1(8), es decir

(114) ki(s) = fi(s) Vi,s

Ademds, esta curva o(s) es unica salvo isometrias de R™.

Demostracién. Dado que la curva «(s) que buscamos, con base de Frenet {ui(s), ua(s),..., un(s)}
debe cumplir o/ (s) = w1 (s), y también las ecuaciones de Frenet, nos planteamos el sistema de ecuaciones
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diferenciales ordinarias

(115) a/(s) = uq(s)

(116) u(s) = fi(s)ua(s)

(117) uh(s) = —fi(s)ui(s) + fa(s)us(s)

(118) Uy, _1(8) = — fr—2(8)Un—2(8) + fr—1(8)un(s)
(119) un,(s) = —fno1(8)un_1(s)

Como para cada componente de los vectores, el anterior sistema nos da un sistema de n 4+ 1 ecuaciones
diferenciales escalares, el anterior sistema de ecuaciones vectoriales se reduce a n sistemas de n + 1
ecuaciones diferenciales escalares.

Si fijamos un pardmetro sg, un punto p y una base ortonormal {w1, ws, ..., w,} de R™, por el teorema
de Cauchy de existencia y unicidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
existe una unica solucién

(120) a(s),u1(s), uz(s),...,un(s): I - R"

al anterior sistema, tal que a(sg) = p y u;(so) = w; Vi. Notemos que esta solucién es global, esto es,
estd definida sobre todo el dominio de definicién por ser el sistema de ecuaciones lineal. Veamos también
que los vectores ui(s), ua(s),..., u,(s), que forman parte de esta solucién, forman para cada s una base
ortonormal de R".

En efecto, si F(s) es la matriz n X n que tiene por filas los vectores u1(s), u2(s), ..., u,(s), sabemos
que la base {u1(s), ua(s),..., u,(s)} es ortonormal, si, y solo si
(121) FT(s)F(s) = Luxn

siendo I,,x,, la matriz identidad n x n. Ahora podemos escribir la ecuacién diferencial que satisface F(s)
en forma matricial

(122) F'(s) = M(s)F(s)
siendo M (s) la matriz n x n antisimétrica que nos proporciona las férmulas de Frenet.
0 kk 0 0 e 0
-k 0 ko O e 0
0 —ky 0 k3 . 0
(123) M(s) = . . . . .
0 0 0o ... 0 kn—1
0 0 0 ... —kpo 0

Si ahora consideramos la equacién (5.17) y derivamos, obtenemos
(FT(s)F(s)) = FT'(s)F(s) + FT (s)F'(s)
= FT(s)M"(s)F(s) + F*(s)M(s)F(s)
= F'(s) (M7 (s) + M(s)) F(s)
=0

ya que la matriz M (s) es antisimétrica. De esta forma, tenemos que F7'(s)F(s) es constante, y como para
50 se tiene que FT (s9)F(s0) = L,xn, se cumple efectivamente que

(124) FT(s)F(s) =Tuxn Vs

Por otro lado, como o'(s) = ui(s), que es de norma unidad, resulta que a estd parametrizada por el
arco y que u1(s) es el primer vector de la base de Frenet de a(s). Ahora, como fi(s) > 0 resulta de
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u)(s) = fi(s)ua(s) que ua(s) es el segundo vector de la base de Frenet de a(s) y que ki(s) = fi(s). Y
como f;(s) > 0Vi, se deduce, inductivamente, a partir de las realciones

(125) aP)(s) = (kaka .. kpo1) up+ > Api(s)ui
1<i<p
que probamos en el tema segundo, que {u1(s), us(s),...,u,(s)} es la base de Frenet de a(s) y que

ki(s) = fi(s) Vi, s.

Finalmente, queremos probar la unicidad salvo las isometrias. En efecto, si a(s) : I — R"™ es
otra curva n—regular, parametrizada por el arco y con las mismas funciones curvatura, entonces pa-
ra el valor del pardmetro sy tendremos el punto p = @(sg) y la base de Frenet de a@(s) en ese punto
{@1(s0), w2(s0),--.,un(so)}. Entonces, existe una tnica isometria ¢ del espacio afin euclideo R™ que
transforma P en p, y la base ortonormal {@1(sg), @2(S0),. .., @n(s0)} en la base {wq, ws,...,wy}. De
esta forma, ¢ o @(s) es una curva que satisface el mismo sistema de ecuaciones diferenciales ordinadrias
que «afs) y que verifica las mismas condiciones inciales que ésta, asi por la unicidad de la solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, se puede concluir que

(126) a(s) = poals)

Remark 5.3. El teorema fundamental anterior resuelve totalmente el problema de clasificacion (mddulo
isometrias) de las curvas n — regulares en R™. Pues establece que la aplicacion K, que asocia a una
curva sus curvaturas, es una biyeccion entre el conjunto cociente

(127) {curvas n — regulares o : I — R"} /Isometrias
y el conjunto
(128) {ki: I >R, k;>0coni=1,...,n—1}

es decir, que {curvas n — regulares « : I — R"} /Isometrias £ {ki: I=>R, k;>0coni=1,...,n—1}.

La parte de existencia del teorema implica la exhaustividad de K, y la unicidad, salvo isometrias,
implica la inyectividad de K. En el lenguaje propio de los problemas de clasificacion, el hecho de que las
curvaturas determinan la curva, es decir, la inyectividad, se suele expresar diciendo que las curvaturas
ki,ko, ..., kn_1 forman un conjunto completo de invariantes, médulo isometrias.

5.3. Ecuaciones intrinsecas. El teorema fundamental anterior nos proporciona una forma de deter-
minar, mdédulo isometrias, una curva « : I — R", n—regular y parametrizada por el arco: simplemente
basta que especifiquemos sus funciones de curvatura.

(129) k1(s),ka(8),. .. kn_1(s): T =R

A las ecuaciones k;(s) = fi(s), i =1,...,n — 1, que expresan las curvaturas de una curva como funcién
del pardmetro arco se les conoce como ecuaciones intrinsecas de la curva. En el caso de una curva plana
a: I — R? solo se tiene una ecuacién k = f(s) que se conoce también como ecuacion de Cesaro de la
curva.

Muy generalmente, también se llaman ecuaciones intrinsecas de una curva, o de una familia de curvas,
a todo sistema de ecuaciones en que las variables sean el pardametro arco, las curvasturas y sus derivadas
sucesivas, esto es un sistema

(130) al(s,k‘l,kg,...,k:n_l, i,k‘é,..., ;71,...):0
(131) ag(s,kl,kg,...,kn_l, i,k‘é,..., ;_1,...):0
(132) am(s,k‘l,kg,...,kn_l, 1,]6’2,..., ;_1,...):0
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6. SUPERFICIES PARAMETRIZADAS.

6.1. Superficies parametrizadas. Vamos a exponer la teoria de superficies en R" siguiendo un ca-
mino analogo al que hemos seguido en el caso de las curvas. En lo que sigue, U es un abierto del plano
euclideo R2.

Definition 6.1. Llamaremos superficie parametrizada (o parametrizacion 2— D) en R? a toda aplicacién
diferenciable ¢ : U — R"™.

Es usual, aunque formalmente incorrecto, confundir la superficie parametrizada ¢ con su traza Im .
La superficie parametrizada es una aplicacion U — R", mientras que la traza es un subconjunto de R™. En
el préximo tema introduciremos un concepto de superficie (no parametrizada) que s{ serd un subconjunto
de R™.

La mayoria de ejemplos (o ejercicios) que haremos en este curso seran superficies en el espacio ordinario
R3, o : U — R?, aunque también veremos algunos ejemplos en R", con n # 3.

Example 6.2. Evidentemente, todo abierto U de R? define la superficie parametrizada
i U—R? i(x) ==
Example 6.3. Si x, y son dos vectores linealmente independientes de R™, y p es un punto de R", la
aplicacion
o(u,v) = p +ux + vy, (u,v) € R
define una superficie parametrizada en R"™, cuya traza es el plano que pasa por p y el de espacio director
({z,y}).
Example 6.4. La aplicacion
@(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv), (u,v) € R?,
define una superficie parametrizada en R3 cuya traza es la esfera euclidea de centro el origen y radio r:
S2(0,7) = {(z,y,2) € R3, 22 + 9 + 22 =12}
Al pardmetro u se le llama dngulo azimutal y al pardmetro v latitud.
Example 6.5. Sia: I — R"™ es una curva 1—regular en R™, la aplicacion
o(u,v) = a(u) + v/ (u), (u,v) €I xR

define una superficie parametrizada en R™, que estd formada por todas las tangentes a la curva y se
denomina la superficie tangencial a la curva «.

6.2. Curvas coordenadas. Las coordenadas (z,y) de R?, permiten definir las curvas z = t, y = cte,
que son las rectas paralelas al eje x, y también las curvas = = cte, y = t, que son las rectas paralelas al
eje ¥, a todas estas curvas se les llama las curvas coordenadas de R2.

En general, si ¢ : U — R" es una superficie parametrizada, se llaman curvas coordenadas de la
superficie a las curvas que resultan de dejar constante una de las coordendas de U, asi tendremos las
curvas coordendas ¢(a,t), con a = cte y las curvas coordenadas ¢(t,b), con b = cte.

6.3. Reparametrizaciones y parametrizaciones compatbiles. Recordemos que si V' es un abierto
de R?, un difeomorfismo, o cambio de varaibles, es una aplicacién h : V — U diferenciable, biyectiva y
de inversa diferenciable.

Si¢: U — R" es una superficie parametrizada, diremos que la superficie ¥ : V — R"™ definida por
U = p o h, es una reparametrizacion de .

Example 6.6. Consideremos el plano, con la parametrizacion del seqgundo ejemplo anterior
o(u,v) =p+ux +vy, (u,v)eR?

Si v, w es otra base del espacio director ({x,y}), entonces
U(s,t) =p+sv+tw, (s,t)€R?

es una reparametrizacion de @. El difeomorfismo h : R? — R2, en este caso, es la aplicacion lineal de
cambio de base.
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Example 6.7. Sea
(133) o(u,v) = a(u) + v (u), (u,v) €I xR

la superficie tangencial de la curva o : I — R™. Al reparametrizar la curva por el pardmetro arco
obtenemos la reparametrizacion de

(134) U(s,v) = als) +va'(s), (s,v)€J xR

Podemos introducir, como en el caso de las curvas, una relacion entre todas las superficies parametri-
zadas ¢ : U — R™. Diremos que ¢ ~ VU si ¢ es una reparametrizacién de ¥ o viceversa. Es inmediato
que ~ es una relaciéon de equivalencia, y las clases de equivalencia son las superficies parametrizadas
geométricas. Por otro lado, esta defincién es muy restrictiva y consideraremos una variante més general
de esta defincion, considerando también aquellas superficies parametrizadas que son reparametrizaciones
de ¢ en solo una parte de U.

Definition 6.8. Sean ¢ : U - R™ y ¥ : V — R"™ dos superficies parametrizadas, sean € € U, y € V
tales que o(x) = U(y). Diremos que ¢ y U son compatibles en x, y si existen dos abiertos no vacios
U cU, V' CcV yun difeomorfismo h: V' — U’ tales que

i) xelU,yeV’
it) h(y) =z
i) U(u,v) = @(h(u,v)), Y(u,v) €V’

de forma que la resitriccion de W a V' es una reparametrizacion de la restriccién de @ a U'. Diremos que
v y U son compatibles si lo son en todos los puntos x, y tales que p(x) = V(y).

Example 6.9. Un ejemplo viene dado por las coordenadas polares del plano, que en el presente contexto
se expresa diciendo que las superficies parametrizadas

p(u,v) = (u,v), (u,v) € R?
U(r,0) = (rcosf,rsinf), (r,0) e R™ xR

son compatibles. En efecto, si tomamos

(135) x:= (ug,v0), (ug,vo) ¢ {0} x R~

como p(x) = V(y), deberd ser

(136) y:=(ro,bp), —m+2rk<by<m+2nk, kecZ
y entonces podemos tomar

(137) U =R*— {0} xR~
(138) V' =Rt x (-7 +2rk, 7+ 27k), k€Z

y pues tendremos h(r,8) = (rcosf,rsin@). Por el otro lado, si tenemos que
(139) x:= (uo,v0), (uo,vp) € {0} xR~

serd que entonces

(140) y=(ro,bp), 2rk<0y<2m+2nk, kel
y entonces podemos tomar

(141) U =R?*— {0} xR~
(142) V' =R" x (2nk, 27 +27k), kE€Z

con h(r,0) = (rcosf,rsinf). Siendo, evidentemente en ambos casos, la aplicacion h un difeomorfismo.
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6.4. Superficies regladas. Una recta del espacio euclideo R™, que pasa por el punto p y tiene espacio
director ({v}), puede parametrizarse por

(143) () =p+tv

Si permitimos que p y v varien (diferenciablemente) sobre un intérvalo I, obtendremos una superficie
reglada. Asi

Definition 6.10. Se llama superficie reglada (o reparametrizacion reglada) en R™ a toda superfiie para-
metrizada @ : I xR — R", donde I es un abierto de R, para la cual existen dos aplicaciones diferenciables
a: IT—->R" yv: I —R"—{0} tales que

(144) o(u,v) = afu) + vo(u)

Si fijamos un valor del pardmetro u, u := ug = cte, la curva coordenada que obtenemos es la recta que
pasa por el punto aug) y que tiene vector director v(ug) # 0, es decir:

(145) Lo : = aug) + vo(ug)

A estas recta se les llama rectas generatrices de la parametrizacion reglada. A la curva a(u), por la
que pasan todas las generatrices, se le llama curva directriz de la superficie reglada.

Dadas dos parametrizaciones regladas, ¢ : I xR —-R" y ¥ : ] x R - R",
(146) o(u, A) = a(u) + Av(u)
(147) W(o, 1) i= B(v) + pw(v)

se dice que definen la misma superficie reglada si tienen la misma familia de rectas generatrices, es decir,
si Va € I, se tiene que

(148) a(a) + (v(a)) = Bla) + (w(a)).

En consecuencia, una superficie reglada tiene una bien definida familia de generatrices, pero no tiene una
curva directriz tnica (situacién andloga a la que se tiene ya para una sola recta que tiene espacio director
tinico pero no tiene un tnico punto de paso).

Example 6.11. Sia: I — R" es una curva 1—regular en R™, la superficie tangencial a la curva «,
que hemos visto anteriormente, es

(149) o(u,v) = a(u) + va'(u), (u,v) €I xR

es una parametrizacion reglada que tiene como curva directriz la curva o, y como generatrices las rectas
tangentes a o.

En el caso de las superficies regladas son especialmente relevantes las parametrizaciones regladas
compatibles:

Definition 6.12. Sean ¢ : I xR -5 R" y U : J xR — R" dos parametrizaciones regladas
(150) e(u, A) == a(u) + Av(u)
(151) (o, 1) = B(v) + pw(v)

ysean x € I, ye J tales que

(152) a(z) + ({v(z)}) = B(y) + {w(y)})

Diremos que ¢ y VU son parametrizaciones regladas compatibles en x, y si existen abiertos no vacios
I', J deI y J respectivamente y un difeomorfismo h: J' — I’ tales que
i)xzel, yelJ
i) h(y) =z
i) a(h(v)) + ({v(h(v)}) = B(v) + {w(v)}), Yve .
De esta forma las familias de generatrices de estas dos parametrizaciones regladas coinciden. Diremos
que ¢ y U son compatibles si lo son en todos los puntos x e y tales que p(x) = V(y).
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Example 6.13. FEl caso mds usual que se nos presenta es cuando dada la parametrizacion reglada
(153) o(u, A) = a(u) + Av(u)

se reparametriza por el arco su curva directriz o(t), de forma que s = f(t), f: I — J. La invera de
f, f~1, nos define un difeomorfismo h = f~': J — I, y la parametrizacion reglada ¥ : J x R — R",
definida por

(154) V(v,p) = a(f(v) + po(f(v))
es una parametrizacion reglada compatible.

6.5. Superficies anilladas. Sea L = p + F un plano afin del espacio euclideo R"™, y sea (v, w) una
base ortonormal del espacio director F' de L. Una circunferencia de centro p y radio r en el plano L,
puede parametrizarse por

(155) ~(t) = p+ rcostv + rsintw

Si permitimos que p, r, r y w varien (diferenciablemente) sobre un intérvalo I, obtendremos una superficie
anillada. Asi

Definition 6.14. Se llama superficie anillada en R™ a toda superficie parametrizada ¢ : I x R — R”,
donde I es un intervalo abierto de R, para la cual existen aplicaciones diferenciables a,v,w : I — R™,
r: I —RT, tales que los vectores v(u) y w(u) son ortogonales y unitarios, Vu € I, y

(156) o(u,v) = afu) + r(u) cosv v(u) + r(u) sinv w(u)

Si fijamos un valor del pardmetro u, u = ug = cte, la curva coordenada que obtenemos es la circunferencia
de centro a(ug) y radio r(ug), en el plano ({v(ug),w(up)}):

(157) p(ug,v) = a(ug) + r(up) cosv v(ug) + r(ug) sinv w(ug)

A estas circunferencias se les llama las circunferencias generatrices de la parametrizacion.
A la curva a(u), formada por los centros de las circunferencias generatrices, se le llama eje de la
superficie anillada.

Example 6.15. Si el eje es una recta L = p + (u), v y w son constantes y ortogonales a w, y r es
constante, la superficie anillada correspondiente es el cilindro recto de parametrizacion

(158) o(u,v) =p+tu+rcosvv+rsinv w

La traza de esta parametrizacion, tomando el sistema de coordenadas cartesianas {p,v,w,u} de R3, tiene
ecuacion

2242 =1
Observemos que, como también podemos escribir
(159) p(u,v) =p+rcosvv+rsinv w + tu

esta parametrizacion también es regalda, con curva directriz la circunferencia p+rcosv v+ rsinv w, es
decir, que el cilindro recto es a la vez una superficie reglada y anillada.

7. SUPERFICIES REGULARES.

En este tema estudiaremos la condicién de regularidad de una superficie parametrizada, analogamente
a cémo lo hicimos en el caso de curvas.

Recordemos que una curva o : I — R”™ es regular en un punto ¢, si o/(t) # 0, o sea, si la diferencial
de o en t es de rango 1:

(160) rang doy = rang o/ (t) = 1

En el caso de superficies daremos una definiciéon totalmente anédloga.
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7.1. Parametrizaciones regulares. En lo que sigue U es un abierto no vacio de R2.

Definition 7.1. Sea ¢ : U — R™ una superficie parametrizada (= parametrizacion 2 — D), diremos que
© es regular en un punto (u,v) de U, si la diferencial de ¢ en (u,v) es de rango 2:

(161) rang dp(y,) = 2

Diremos que la parametrizacion ¢ es regular, si lo es V(u,v). Como la dp(y) es una matriz n x 2 que
tiene por columnas los vectores v, (u,v), @, (u,v), se tiene

Proposition 7.2. La superficie parametrizada ¢ : U — R™ es regular en el punto (u,v) de U, siy sdlo
si los vectores @, (u,v) y @y(u,v) son linealmente independientes.

Theorem 7.3. Si ¢ : U — R™ es una superficie parametrizada, reqular en el punto © = (ug,vg) de
U, entonces existe un entorno abierto V de x, contenido en U, un entorno abierto W de ¢(x), y una
aplciacion diferenciable p : W — V| tal que

(162) p((p(u,v)) = (u, U)a v (uvv) eV

es decir, si notamos @y la resitrccion de @ a V', entonces la resitriccion de p a la traza de @y es la
inversa de py, y en consecuencia py es inyectiva.

Demostracion: Sea o, (x), v, (x) la base del espacio tangente a ¢ en x, T¢. Por el teorema de Steinitz,
existen n — 2 vectores de R", ws, wy, -+, w, tales que

@u(w)>@v(w)7 W3, Wy, -+, Wy

es una base de R".
Consideremos la aplicacién F : U x R""2 — R" definida por

(163) F(u,v,23,%4,+ ,xy) = p(u,v) + z3w3 + -+ + Wy,

Esta aplicacion es diferenciable y su diferencial en (ug, vg,0, - - - ,0) es la matriz que tiene por columnas
wu(@), pu(x), w3, wy, -, wy, y por tanto su rango es n.

Por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno abierto V' de (ug, vy, 0, - ,0) tal que W’ =

F(V') es un abierto de
F(uo,v0,0,---,0) = p(x)
en R”, y la restriccién de F' a V/,
Fy, : VW' =F(V")

es un difeomorfismo.

Si notamos G : W’ — V' la inversa de Fy/, y py : U x R"2 — U la proyeccién sobre U, podemos
definir 7 =py o G: W' = U.

Esta aplicacién 7 es diferenciable por ser composicion de aplicaciones diferenciables, y
(164) T(p(u,v)) = (pv © G)(e(u,v)) = (pv 0 G)(Fy (u,v,0,---,0))
=pu(u,v,0,--+,0) = (u,v) VY (u,v) €V =py(V' N (U x0))

Finalmente, podemos tomar W = 7=1(V), y p la restriccién de 7 a W:
p=Tw: W=V

7.2. Plano tangente. Cuando un punto es regular podemos definir el plano tangente a la parametri-
zacién en ese punto:

Definition 7.4. Sea ¢ : U — R™ una superficie parametrizada, reqular en el punto (u,v), llamaremos
espacio tangente a la parametrizacion de ¢ en el punto (u,v) al espacio vectorial engendrado por los
vectores v, (u,v), w,(u,v), y lo notaremos

(165) 7—(u,v)90 = <{(pu(ua U)a Pv (’U,, ’U)}> = Im d(P(u,u)

y llamaremos plano tangente a la parametrizacion ¢ en el punto (u,v), al plano afin

(166) q= @(u7 U) + 7Zu,v)<p
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Proposition 7.5. Si ¢ y ¥ son compatibles en x, y, los espacios tangentes Ty y Ty¥ coinciden.
Podriamos decir que el espacio tangente es una propiedad geométrica de la superficie parametrizada.
En un apartado proximo precisaremos este enunciado.
Los planos tangentes son un ingrediente esencial en el estudio diferencial de las superficies, y en el
caso de las superficies regladas se da la siguiente definicion.

Definition 7.6. Una superficie reglada ¢(u,v) = a(u) + vu en R™ se dice que es desarrollable si el
plano tangente a la superficie (en sus puntos requlares) es constante a lo largo de las generatrices.

7.3. Parametrizaciones birregulares. Recordemos que una superficie parametrizada es una aplica-
cién diferenciable ¢ : U — R", y que es regular si

rang dp,,0) =2, V (u,v) €U

Definition 7.7. Una superficie parametrizada ¢ : U — R™ es birregular si es regular y la aplicacion
p: U—=pU) CR™ es un homeomorfismo.

Recordamos que un homeomorfismo es una aplicaciéon biyectiva, continua y de inversa continua, por
tanto, como la aplicacién ¢ : U — ¢(U) es claramente exhaustiva y continua, es suficiente que ¢ : U —
©(U) sea inyectiva y de inversa continua.

Veamos con detalle la condicién que ¢ : U — ¢(U) sea de inversa continua. Como ¢(U) es un
subconjunto de R", su topologia es la topologia inducida por la topologia euclidea de R™, es decir, los
abiertos de ¢(U) son la intersecciéon de ¢(U) con los abiertos de R™. Por tanto, ¢ : U — ¢(U) es de
inversa continua, si dado un abierto V' de U, su imagen (V') es la interseccién de ¢(U) con un abierto de
R™. A menudo, comprobaremos esta condicién viendo que la inversa, ¢! : o(U) — U, es la restriccién
a p(U) de una aplicacién continua, p=1 : W — U, definida sobre un abierto W de R", que contiene a
e(U).

El concepto de parametrizacion birregular es invariante por difeomorfismos, como precisa la siguiente
proposicién.

Proposition 7.8. Sea W un abierto de R™ y F: W — R™ una aplicacidn diferenciable, tal que F(W)
es un abierto y F': W — F(W) es un difeomorfismo.

Si@: U— R™ es una superficie parametrizada birregular, tal que o(U) C W, entonces la composicidn
Foyp: U—R" es una superficie parametrizada birreqular.

Demostracion. Probemos, en primer lugar, que F o @ es regular. En efecto, si p es un punto de U, como
dF}, es un isomorfismo y d¢, es de rango 2, se sigue que

rang d(F o ¢), = rang dF, dy, = rang dy, = 2

Finalmente, dado que la restriccién a un subespacio de un homeomorfismo es un homeomorfismo, se
sigue que la aplicaciéon F o : U — (F o ¢)(U) es un homeomorfismo, pues es la composicién de los
homeomorfismos ¢ : U — o(U) y F: o(U) = (Foyp)(U) = F(e(U)).

7.4. Superficies regulares. A menudo pensamos los objetos geométricos como conjuntos de puntos,
mas que como aplicaciones. Veremos en este apartado como podemos introducir un concepto de superficie
en este sentido.

Definition 7.9. Sea S un subconjunto de R™, diremos que S es una superficie regular si S es localmente
la traza de una superficie parametrizada birregular.

Esto es, para todo punto x de una superficie reqular S, debe existir una superficie parametrizada
birreqular ¢ : U — R™, tal que o(U) es un entorno abierto de x en S, considerando en S la topologia
euclidea.

Evidentemente, si S es la traza de una superficie parametrizada birreqular, entonces S es una superficie
reqular.

Theorem 7.10. Sip: U —-R" y U : V — R" son dos parametrizaciones birregulares de S, entonces
p y ¥ son compatibles.

Demostracion. En efecto, sean € € U, y € V, tales que p(x) = ¥(y). Hemos de probar que existen
abiertos no vacfos U’ y V' de U y V, respectivamente, y un difeomorfismo h : V' — U’, tales que
i)xelU , yeV’
i) h(y) ==
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1) U(u,v) = @(h(u,v)), V (u,v)eV.
Como p(x) = ¥(y), la interseccién T = (U )N¥ (V) es un abierto no vacio de S, tomaremos U’ = o~ 1(T),
V=0 YT),yh=¢p toW¥: V' U

Entonces, tendremos inmediatamente que © € U’, y € V' y por tanto que U’ y V' son abiertos no
vacios. Ademés, h(y) = (¢~ Lo ¥)(y) = o~ 1(¥(y)) = ¢ (o(x)) = x. Y, en general,

(167) U(u,v) = @((¢~" 0 V) (u,0)) = p(h(u,v)), ¥ (u,v) €V’

Probaremos, ahora, que h es un difeomorfismo.

Como ¥~ toy: U — V' es inversa de h, h es biyectiva.

Finalmente, para probar que h es un difeomorfismo nos queda por probar que tanto kA como su inversa
h~! son diferenciables. Y, de hecho, nos bastars probar que h es diferenciable, pues el argumento para
h~1 es el mismo intercambiando el papel de las aplicaciones ¢ y V.

Como la diferenciablidad es una propiedad local, serd suficiente probar que h es diferenciable en un
enterno de y.

Aplicando el teorema del apartado 1, existe un entorno abierto W de ¢(x) y una aplicacién diferenciable
p: W —=U, tal que

p(gD(’LL,U)) = (u,v), v (u7v) el = 90_1(W)

por tanto p = ¢! sobre WNe(U). Asi, pues, sobre la interseccién V/N ¥~1(WW), tendremos que h = poW.
Y, como h es composicién de aplicaciones diferenciables, concluimos que h es diferenciable.

Este ultimo teorema nos permite dar la importante caracterizacién de las superficies regulares que
sigue

Theorem 7.11. Caracterizacion de las superficies regulares: Sea S un subconjunto de R™. S es
una superficie regular si, y solo si, S es la reunion de las trazas de una familia de parametrizaciones
birrequlares compatibles 2 a 2.

Demostracion. Si S es una superficie regular, por la definicién y el teorema anterior, S es la reunién
de las trazas de una familia de parametrizaciones birregulares compatbiles 2 a 2.

Reciprocamente, si S es la reunién de las trazas de una familia de parametrizaciones birregulares {¢; },
compatibles 2 a 2, de forma que

(168) S = U;traza ¢;

Asi, si @ es un punto de S, existird una parametrizacion 2— D birregular ¢; : U — R™, tal que & € ¢;(U).
Y ademds, si existe otra parametrizacién 2 — D birregular ¢; : V — R”, tal que € ¢;(V), como por
hipdesis estas parametrizaciones seran compatibles, resultard que en un entorno de x la traza de ¢; y la
traza de ¢; coinciden.

El primer teorema de este apartado nos permite, también, introducir los espacios tangentes de las
superficies regulares.

Theorem 7.12. Sea S una superficie reqular y  un punto de S. Si ¢ : U — R™ es una parametrizacion
birreqular de S, tal que p(u,v) = x, entonces el espacio tangente en (u,v) de la parametrizacion @,
T(u,v)p, no depende de la parametrizacion .

Definition 7.13. Se define el espacio tangente a S en el punto & como el espacio vectorial Ty )¢
siendo @ : U — R™ una parametrizacion birregular de S, tal que o(u,v) = x, y se nota TS, de forma
que

(169) TS = 7-(u,v)90
y llamaremos plano tangente a la superficie S en el punto x, al plano afin
(170) g=x+ 7.5

7.5. Superficies regulares definidas implicitamente. El siguiente resultado es una forma
geométrica del teorema de la funcién implicita, y nos ayuda en un buen nimero de ejemplos.

Theorem 7.14. Sea f : R" — R""2 una aplicacién diferenciable, sea b un punto de R"™2 y sea
S = f71(b). Sirang dfy =n — 2, Vx € S, entonces S es una superficie reqular, y

(171) ToS = Ker df,
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Demostracion. Sea p un punto de S, hemos de probar que existe un entorno de p en S que es la traza
de una parametrizacién 2-D birregular. Al ser

dim(Im df,) =rang df, =n—2

por el teorema de Steinitz, existen 2 vectores de R™, v y w, tales que el subespacio ({v,w}) es un
complementario de Im d f,:

(172) R" = TIm df, P{v,w})

Consideramos la aplicacién F : R® — R"~2 x R?, definida por

K3

(173) Fzy, 20, ,2n) = <f(1‘1, L Tn) = b, Z(l‘i —pi)vi, Y _ (% _pi)wi>

Esta aplicacién es diferenciable y su diferencial en el punto p es la matriz cuyas n — 2 primeras filas
son las de df,, y cuyas dos tltimas filas son v y w, y, por tanto,

rang dF, =n

Por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno abierto W =V x U de

F(p) = (f(p) =0, (i = piJvi 3 (v pi)wz) = (0,0,0)

i
en R""2 x R2 con V CR" 2y U C R?, tal que W' = F~Y(W) es un entorno abierto de p en R", y la
restriccion de F a W/,

Fyw - W’—)W:F(W/)
es un difeomorfismo.
Si notamos G : W — W' la inversa de Fyy/, y iy : U = W =V x U la inclusién natural
iv(u,v) =(0,---,0,u,v),
podemos definir ¢ = Goiy : U — W’. Esta aplicacién ¢ verifica ¢(0,0) = p, y es una parametrizacién

birregular, por el corolario del apartado anterior.
Y como

fle(u,v)) = f(Goiy(u,v)) = fF(G(O0,---,0,u,v)) =b V (u,v) €U,
se tiene que
dfpde0,0 =0
y por tanto
Im deg(g,0) € Ker df,
pero como estos dos espacios son los dos de dimensién 2, son iguales, y, en definitiva el espacio tangente
TpS = Im dp(g0) = Ker df,

7.6. Vectores tangentes a una superficie y vectores tangentes a curvas. Sea S una superficie
regular,  un punto de S, y TS el espacio tangente a S en el punto .

El espacio TS es un subespacio vectorial de R™ y a sus vectores les llamaremos los vectores tangentes

a la superficie S en el punto x.
Recordemos que si ¢ : U — R™ es una parametrizacion birregular de S, tal que ¢(u,v) = ¢, entonces

Por tanto, si t es un vector tangente a S, existe un vector (a,b) de R?, tal que
(175) t=d Pluw) (a, b)

Si consideramos ahora en R? la curvatura a : R — R? que define la recta que pasa por el punto (u,v)
y tiene vector director (a, b):

(176) a(t) = (u,v) + t(a,b)
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es evidente que o/ (0) = (a, b), y entonces aplicando la regla de la cadena resulta que
(177) t =d Q(uw)(a,b) = d gg,m)a’'(0) = (poa)(0)

es decir, el vector tangente t es el vector tangente a la curva v = p o« en el punto 0 tal que (0) = x.
Como la curva + tiene su traza contenida en S, hemos probado

Proposition 7.15. Todo vector tangente a S es el vector tangente a una curva cuya traza estd contenida
en S.

Reciprocamente, supongamos que 7y : I — R™ es una curva tal que y(0) = x, y tiene su traza contenida
en S. Podemos preguntarnos si el vector tangente a v, 7/(0), es un vector tangente a S.

Como S es una superficie regular, existe una parametrizacién birregular de S, ¢ : U — R"™, tal que
o(u,v) = .

Asi, la aplicacién ¢ : U — ¢(U) € R™ es un homeomorfismo, y, si J = (y~! 0 )(U), podemos definir
la curva a: J — R2% a(t) = (¢! ov)(t). Esta curva a verifica que

(178) a(0) = (¢~ o y)(0) = (@) = (u,v)

dado que & = ¢(u,v). La curva « es continua, por composicién de continuas y vamos a ver ahora que
también es diferenciable.

Como la diferenciabilidad es una propiedad local, hemos de probar que « es diferenciable en un punto
t € J arbitrario. Para simplificar la notacién suponemos que ¢ = 0, de forma que a(0) = (u, v).

Por el teorema del primer apartado, existe un entorno abierto V' de (u,v), contenido en U, un entorno
abierto W de & = ¢(u,v), y una aplicacién diferenciable p: W — V| tal que

(179) p o @ = id sobre V,

es decir, si notamos ¢y la restriccion de ¢ a V, entonces la restricciéon de p a la traza de ¢y es la
inversa de @y . Para simplificar la notacion, en lo que sigue supondremos que V =U.
Asi, como la restriccion de p a la traza de ¢ es la inversa de ¢, tendremos que

(180) a(t) = (¢~ o)) = (¢y' 0N(t) = (po)(t), VEeaT (V)

y, por tanto, a es diferenciable en el abierto a~!(V), pues se puede expresar como composicién de
aplicaciones diferenciables sobre este abierto.

A esta curva plana o : J — R2, tal que p o a = v sobre .J, se llama la expresion local de la curva ~y
en la parametrizacion .

Derivando la igualdad v = ¢ o a obtenemos,

(181) 7' (0) = d p(u,0)a’(0)
es decir, hemos probado el reciproco de la anterior proposicién. O lo que es lo mismo, hemos probado

el siguiente resultado:

Theorem 7.16. Todo vector tangente a una curva cuya traza estd contenida en S es un vector tangente
a S. Y, en definitiva, tenemos la igualdad:

(182) TS ={7'(0); v: I — R" tal que y(0) =z, 7(I) C S}

8. LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL.

En este tema introduciremos la primera forma fundamental, que es un producto escalar euclideo sobre
el espacio tangente a una superficie regular en un punto. La construccién es semejante a la de la matriz
de Gram sobre el espacio 2—osculador de una curva 2—regular, que introdujimos en la primera parte del
curso, pues en ambos casos se trata del producto escalar inducido, por el producto escalar usual de R,
sobre un subespacio de dimensién 2.

8.1. La primera forma fundamental de una parametrizacién regular. En lo que sigue U sera
un abierto no vacio de R2?. Recordemos que una superficie parametrizada (= parametrizaciéon 2 — D)
p: U —R" es regular si la diferencial de ¢ en (u,v) es de rango 2, V (u,v) € U:

(183) rang dp(y,») = 2

esto es, si los vectores @, (u,v), @, (u,v) € R™ son linealmente independientes.



26 OT GARCES Y ADRIA GARCES

Y recordemos, también, que el espacio osculador tangente a la parametrizacién ¢ en el punto (u,v) es
el subespacio vectorial de R™ engendrado por los vectores ¢, (u,v), ¢, (u,v), y que lo notamos

(184) 7-(u,'u)90 = <{§0u(ua U)a Po (u7 U)}> =Im dcp(u,v)
Evidentemente, al ser ¢, (u,v) y ©,(u,v) linealmente independientes, tendremos que
dim Ty 0y = 2

Como estamos considerando sobre R™ el producto escalar euclideo (-, -) que tiene como base ortonormal
la base natural {e;}, este producto escalar induce un producto escalar sobre el espacio tangente 7, )%,
cuya matriz de Gram en la base ¢, (u,v), @, (u,v) es la matriz 2 x 2

E(u,v) F(u,v)
(185) 1= (F(u,v) G(u,v))

cuyos coeficientes son

(186) E(u,v) =
(187) F(u,v) = (
(188) G(u,v) = (

u(t; ), @u(u, v))

v (U, 0), pu(u, v))

€ € €

Definition 8.1. Se llama primera forma fundamental de la parametrizacion ¢ : U — R™ en el punto
(u,v), al producto escalar sobre T(y )@, que acabamos de introducir, y, por tanto, la matriz

E(u,v) F(u,v)
(189) 1= (F(u,v) G(u,v))

es la matriz de la primera forma fundamental de ¢ en la base {pyu(u,v), pu(u,v)} de Ty )@

Para expresar el producto escalar también emplearemos la notacion I, (), 0 mds sencillamente, I,
o simplemente I. De forma que las componentes de la primera forma fundamental tendrén la forma:

(190) E = I(pu, pu) = (Pu, Pu)

(191) F = I(pu, o) = (us po)

(192) G = I(‘)Dva Spv) = <§0va <PU>
Notando que

(193) 7= (f; g)

COmo @y, Y, son las dos columnas de la diferencial dy, podemos escribir la matriz Z como
(194) Z =dypTdy

Proposition 8.2. Sip: U — R™ es una parametrizacion regular, los coeficientes E, F,G de la primera
forma fundamental de ¢, definen aplicaciones diferenciables U — R tales que

E,G>0,yEG—F?>>0

Recordemos que si ¥ : V' — R” es una parametrizacién compatible con ¢ en x se tiene que ¥ = poh,
con h un difeomorfismo, y asi

h(y) ==
AW, = dpp(y)dhy = dpgdhy,

De aqui resulta que
(195) AWl A, = dh) der dpgdhy
por lo que queda probada la siguiente proposicion:

Proposition 8.3. El isomorfismo dhy es una isometria de I, en Iy
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8.2. Calculos métricos a partir de la primera forma fundamental. La primera forma funda-
mental de una superficie S nos permite realizar cdlculos métricos sobre la superficie S, directamente a
partir de esta primera forma, es decir, sin utilizar el espacio euclideo R™ en el que la superficie esta
contenida. Entre estos calculos métricos tenemos la longitud de una curva y el angulo de dos curvas.
Antes de ver estos calculos reelaboraremos la definicién de la primera forma fundamental.
Supongamos que ¢ : U — R™ es una parametrizacion 2 — D regular. Recordemos que el espacio
tangente a la parametrizacién ¢ en un punto (u,v) de U, es el subespacio vectorial de R™

7Eu,v)<p = <{<pu(u7 U)? (pv(u7 U)}>

Si x e y son dos vectores de T, )¢, estos vectores se pueden expresar en la base ¢, (u,v), ¢, (u, v)

T = ap, + by,
Y = cpu + dpy
y por tanto se puede calcular el producto escalar matricialmente asi
(196) (x,y) = (a,b)Z(c,d)" = Fac+ F(ad + be) + Gbd
En particular, se tiene que
(197) \lz|| = v/ Ea? + 2Fab + Gb

8.2.1.  Longitud de una curva. Sea S una superficie regular en R"”, y sea v : [a,b] — R” una curva
diferenciable tal que la traza de vy esta contenida en S.

Supongamos, para simplificar, que existe una parametrizacién birregular de S, ¢ : U — R™, tal que la
traza de v estd contenida en ((U). Entonces vimos en el tema anterior que existe una curva « : [ — R?
tal que

(198) (poa)(t) =~(t)

y recordemos que a esta curva plana « : I — R2, se llama la expresion local de la curva v en la
parametrizacién ¢. Notemos que «(t) = (u(t),v(t)), entonces al derivar la expresién ¢ o a = 7y se obtiene

(199) fy/ = (puul + (,OU’U/
es decir, las componentes del vector tangente 4’ en la base {p,, ¢, } son (v/,v"), y en consecuencia
(200) Y (@)1l = VE(u(t), v(t)u' (£)2 + 2F (u(t), v(t))u' (¢)0' (1) + G (ult), v(t))v' (¢)?

De aqui resulta

Proposition 8.4. La longitud de la curva v viene dada por

b
(201) £(v;a,b) = / VEu(t), v(t)u! ()2 + 2F (u(t), v(t))w (£)v' (t) + G(u(t), v(t))v' (t)2 dt

Es importante observar que, como consecuencia de esta proposicién, para calcular la longitud de la
curva, nos basta con conocer la expresién local de la curva y los coeficientes de la primera forma. No
necesitamos conocer la expresion de la propia curva.

8.2.2. Angulo de dos curvas. Sea S una superficie regular y sean 1 y 2 dos curvas diferenciables sobre
S que se cortan en un punto p de S. Con un cambio de pardmetros conveniente podemos suponer que

71(0) = 72(0) = p.

Definition 8.5. Se llama dngulo de las curvas v1 y 2 en el punto p al dngulo que forman sus vectores
tangentes 71 (0) y v5(0) en el plano euclideo T,S. En particular, el coseno del dngulo de las curvas 1 y
Y2 en el punto p, viene dado por

(202) cos 6 = (71(0), 75(0))/[m O)[] [172(0)|

Si ¢ : U — R" es una parametrizacién birregular de S, tal que la traza de 7 estd contenida en
»(U), entonces todos los cdlculos en la anterior expresién pueden efectuarse a partir de la primera forma
fundamental de ¢, y de las expresiones locales de 1 y 7a.

Sea ¢ : R? — R™ una parametrizacién birregular, y sea p = ¢(ug, vg) un punto de ¢. Si consideramos
como curvas que se cortan en p, las curvas coordenadas (¢, vg) y ¢(ug, t), tendremos que las componentes
de sus derivadas en la base {¢y, @y} serdn (1,0) y (0, 1) respectivamente, y por tanto
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Proposition 8.6. El dngulo que forma la curva coordenada u = ug con la curva coordenada v = vy en
el punto de interseccion p(ug,vo) es

F(’U,(), Uo)
VE(ug, v0)G (ug, vo)

En particular, estas curvas coordenadas son ortogonales si, y sdlo si, F(ug,vg) = 0.

(203) cosf =

8.3. Area de una superficie. En Andlisis Matematico se estudia el problema de asignar una
n—medida a los subconjuntos M de un espacio euclideo n—dimensional, una n—medida que goce de
buenas propiedades, y como se puede resolver este problema con la teoria de la medida de Lebesgue.

Pero si un subconjunto M esté contenido en una superficie de R”, ;se le puede asignar una 2—medida,
es decir, un area?

Supongamos que ¢ : U — R"™ es una parametrizacién 2 — D birregular, y que M es un subconjunto
de la traza de ¢.

Como ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen, tendremos que K = ¢~!(M) es homeomorfismo a M,
y se define

Definition 8.7. Se define el drea de M por la integral
(204) Ay = / VEG — F? dudv
K

si esta integral existe y es finita.

8.4. La curvatura de Gauss. En el estudio de una curva en un espacio euclideo, introdujimos sus
curvaturas k; que nos daban cuenta de como se doblaba la curva en cada dimension, de tal manera que
la recta tenia curvatura nula.

En el caso de las superficies quisiéramos definir unas curvas similares, de tal manera que el plano tuviera
curvatura cero. Pero la situacién, ahora, es mucho més complicada, y es dificil llegar a la definicién general
de la curvatura de una superficie.

Lo haremos en tres pasos, en orden creciente de dificultad. La primera situaciéon que podemos consi-
derar, la mas sencilla, es cuando se tiene una parametrizacién isotermal, esto es, recordemos que es una
parametrizacién tal que F = G, F = 0, entonces tenemos,

Definition 8.8. Sea ¢ : U — R"™ una parametrizacion birregular. Si ¢ es isotermal, se define la
curvatura de Gauss, o curvatura gaussiana, K de @, por la siguiente expresion

1
(205) K = fﬁAlnE
donde A es el operador Laplaciano A = 92 + 92.

La segunda situacién que podemos considerar, un poco mas complicada que la anterior, es cuando se
tiene una parametrizacion ortogonal, esto es, una parametrizacion tal que F' = 0, entonces tenemos

Definition 8.9. Sea ¢ una parametrizacion birreqular. Si @ es ortogonal, se define la curvatura de gauss
K de @, por la siguiente expresion

(206) K= [au < OuG ) + 0y ( %5 )}
2VEG VEG VEG
Es inmediato que esta férmula, si E = G, se reduce a la férmula de la anterior definicién, por lo que
ésta generaliza la anterior.
Podemos dar, ahora, la definicién de la curvatura de Gauss de una parametrizacion birregular general.
Como la expresion es bastante complicada, introduciremos unas notaciones previas. Notaremos

E F

(207) D = det ( oo

):EG—F2

E F E,)2
(208) Di=det| F G Gu./2
E,/2 G./2 0



GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 29

E F F,—G,/2
(209) Dy = det F G G,/2
E,/2 F,—E,/2 Fu,— Eu/2—Guu/2
entonces se tiene

Definition 8.10. Sea ¢ : U — R" una parametrizacion birregular. Se define la curvatura de Gauss K
de @, por la siguiente expresion

Dy — Dy
D2
Definition 8.11. Un punto (u,v) de la superficie ¢ : U — R"™, se dice que es:
w eliptico si K (u,v) > 0.
= parabdlico si K (u,v) = 0.
» hiperbdlico si K(u,v) < 0.

(210) K=

Theorem 8.12. Sean ¢ : U - R™ y U : V — R™ dos parametrizaciones birregulares, sean x € U e
y €V, tales que p(x) = V(y), y notemos K, Ky las curvaturas de Gauss de las parametrizaciones ¢ y
U respectivamente. Si ¢ y ¥ son compatibles en x ey, entonces

(211) Ko(x) = Ku(y)

No daremos la demostracion de este teorema en este curso, pues requiere la introducciéon de conceptos
y resultados de nivel superior.
Este resultado permite definir la curvatura de Gauss de una superficie regular S:

Definition 8.13. Sea S una superficie regular en R™, y sea p un punto de S, se define la curvatura de
Gauss de S en p, K(p), como la curvatura de Gauss K,(x), siendo ¢ : U — R" una parametrizacion
birreqular de S, y  un punto tal que o(x) = p.

9. LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL.

En esta ultima parte del curso vamos a estudiar con detalle las superficies regulares en R?. El hecho
de que la dimensién del espacio sea exactamente 3 nos conducira a resultados muy notables.

Seguiremos un planteamiento analogo al que hicimos para estudiar la curvatura de una curva plana
orientada. La diferencia estard en que el caso de curvas (DIM = 1) teniamos escalares, y ahora, en el caso
de superficies (DIM = 2) tendremos matrices 2 x 2.

9.1. Repaso de la definicion de curvatura de una curva plana. Consideremos una curva dife-
renciable regular o : I — R?, cuyo vector tangente en un punto de I, es el vector o’ (u), que es una base
del espacio tangente a o en u, por la definicién misma del espacio tangente.

Ahora, tomemos en R? un vector unitario N tal que la pareja de vectores (o, N ) sea una base positiva
de R?. Vimos en la primera parte del curso, que en esta situacién, la curvatura orientada de o en u es el
escalar k(u) definido por

(o (u), W)
o (w)

Notemos que este escalar k(u) puede ser negativo.

(212) k(w)

9.2. La aplicacién de Gauss. En lo que sigue U es un abierto del plano euclideo R?, y supondremos
que hemos orientado R? con la orientacién natural dada por su base canénica.

Vamos a ver, ahora, como podemos definir la curvatura de una superficie parametrizada regular ¢ :
U — R? siguiendo un camino anélogo al que acabamos de exponer para las curvas planas.

En primer lugar tenemos la base ordenada del espacio tangente en un punto (u,v) de U, formada por
los vectores {@y(u,v), v, (u,v)} de forma que esta base ordenada determina una orientacién del espacio
tangente.

En segundo lugar buscaremos un vector normal unitario N, (uw) tal que la base
{pu(u,v), vy (u,v), ]\A/(uyv)} sea una base positiva de R>. La respuesta es inmediata, ya que nos
bastara con definir:

(213) N(uﬂ)) — Pu (u7 ,U) A Pv (’LL, 'U)
[lu(u; v) A @y (u, v)]]
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En efecto, como ¢ : U — R? es una superficie parametrizada regular se tiene
(214) rang dpe, ) =2, Y (u,v) €U

y, equivalentemente, los vectores o, (u,v) y ¢, (u,v) de R? son linealmente independientes. De aqui
resulta, por las propiedades del producto vectorial en R3, la siguiente proposicién.

Proposition 9.1. Para todo (u,v) de U, se tiene
1. el vector @y (u,v) A py(u,v) es no nulo.
2. el vector J\A/(uyv) es ortogonal a los vectores {pq,(u, v), v, (u,v)}.
3. los vectores {py(u,v), vy (u, v),N(u,U))} forman una base positiva de R>.

La siguiente definicién es bésica.

Definition 9.2. Se llama aplicacion de Gauss de la parametrizacion reqular ¢ : U — R? a la aplicacién
N,: U—R3 (u,v) = Ny, (uv)(u, )

(215) Ngo,(u,v) = SOU(U> U) A (,DU(U7 ’U)/HQOU(uv U) A va(u7 U)H
Es inmediato que se tiene la proposicién:
Proposition 9.3. La aplicacion de Gauss N es diferenciable y tiene su imagen contenida en S>.

Aplicando la identidad de Lagrange al denominador en la definicién de N, resulta

(216) [l0u(u,v) Ao (u, 0)]12 = (u, 0u){Po, 90) = (Pus pu)? = EG — F?
Y, por tanto, también se puede expresar N como
- A
(217) N — Pu I\ Po

¥ VEG - F?

9.3. Superficies orientadas. Sea S una superficie regular en R? y sea p un punto de S. Si Np es
un vector unitario y ortogonal a 7,5, este vector N, orienta el espacio tangente 7,5 considerando como
bases positivas de 7,5 aquellas bases {X, Y} tales que {X,Y, N,} es una base positiva de R3.

Definition 9.4. Llamaremos orientacion de S en p a un vector Np unitario y ortogonal a TpS, y
diremos que la superficie S estd orientada en p si se ha fijado una orientacion de S en p.

Supongamos que S estd orientada en p, por Np. Llamaremos parametrizacion de S positiva en p,
a toda parametrizacion birregular ¢ de S en un entorno de p, tal que el vector Np, que da la orientacion
de S en p, coincide con N%q siendo ¢(q) = p:

¢ $ Sﬁu /\ 801)
(218) Np=Npq = JEG -

Liamaremos orientacion de S a una familia de orientaciones {N,}pes tal que existe un recubrimiento

de S formado por las trazas de una familia de parametrizaciones birrequlares de S, {¢ : U — R3},
positivas en cada uno de los puntos de sus trazas, es decir, tal que

(219) Ny =Ny, YqeU

Diremos que S es orientable si existe una orientacion de S.
Diremos que S estd orientada si se ha fijado una orientacion de S.

9.4. La segunda forma fundamental. Siguiendo la analogia con el caso de la curvatura de una
curva plana, el papel que jugaba el producto escalar (a’'(u), N), ahora lo desempefiard una matriz 2 x 2
formada por productos escalares.

Definition 9.5. Se llama segunda forma fundamental de la parametrizacion reqular o : U — R3, a
la aplicacion

(220) IZ,: U — M(2x2,R)
definida por

220 T = (5402) )
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cuyos coeficientes son

(222) 6(U,’U> = <(puu(u7v)7N(u,v)>
(223) f(u> U) = <<pu'u (’U/7 ’U), N(u,v)> = <§0vu (’U,, U)7 N(u,v)>
(224) g(“a U) = <90vv (u7 ’U), N(u,v)>
Evidentemente la aplicacién ZZ es diferenciable, y las matrices ZZ,, (,,,) son simétricas. Ademds, como
(225) N, = Pul P

¥ VEG - F?

se tiene

Proposition 9.6. Los coeficientes de la seqgunda forma fundamental verifican:

- (Spuuv Pus 901))
(226) E(U, U) = W

_ (Puvs Pus Pv)
(227) ) =" pe—p

(Povs Pu, o)
228 Uy V) = ———m—
(228) o) = e
Demostracion. Es inmediata a partir de las propiedades del producto vectorial.
Sea p = ¢(u,v). Puesto que ZZ,, (,,) es una matriz simétrica, podemos considerar la forma bilineal
simétrica L, ;, (escribiremos simplemente £ si no hay lugar a confusién), sobre el espacio tangente 7,¢,

Lop: Top xTpp — R

cuya matriz en la base {@,(u,v), v, (u,v)} es a matriz ZZ(, .. Es decir si X, Y son dos vectores tangentes
de Tpp, y

(229) X = X1y + Xopy

(230) Y = Yipu + Yo,

entonces L, , estd definida por

(231) Lop(X,Y) = (X1, X2)IZ (40 (Y1, Y2)"

A esta forma se le llama segunda forma fundamental de ¢ sobre Tpep.

9.5. Interpretacién geométrica de la segunda forma fundamental. Sea S una superficie
regular en R3, sea p un punto de S, y supongamos que S estd orientada en p, por el vector N. Sea
ahora ¢ : U — R3 una parametrizacién de S, positiva en p y tal que o(u,v) = p. Entonces, podemos
dar significado geométrico a la segunda forma fundamental £, en términos de curvatura de secciones
normales a la superficie.

Sea X un vector tangente unitario de 7,5, podemos considerar el plano H que pasa por p y estd
generado por el espacio director ({X, N}), es decir

(232) H=p +{X,N})

Proposition 9.7. En un entorno de p, la interseccion SN H = o(U) N H y es la traza de una tdnica
curva reqular o : (—e,€) — R3, parametrizada por el arco, plana y tal que a(0) = p, o/ (0) = X.

Por otro lado, si n es el vector normal de o en p, se verifica que n = +N. A la curva « se le llama
seccion normal de S definida por X.

La demostracion sigue del teorema de la funcién implicita, de forma casi inmediata. La interpretacion
geométrica de la segunda forma fundamental nos la proporciona el siguiente teorema

Theorem 9.8. Si k(X) es la curvatura orientada en p de la seccién normal de S que define X, se tiene
que

(233) k(X) = Lo p(X, X)

A k(X) le llamaremos curvatura seccional de S en la direccion X.



32 OT GARCES Y ADRIA GARCES

Demostracién: Sea o : (—¢,€) — R? la secciéon normal definida por X. Como « est parametrizada por
el arco,

(234) k(X) = (o (0), N)

Notaremos (u(s),v(s)) la expresién local de « en la parametrizacion ¢, de forma que tendremos que
a(s) = p(u(s),v(s)), y derivando se obtiene

a'(s) = u'(s)pu +v'(s)
() = u"(8)pu + 0" (8)pu + (0 ()2 Puu + 20/ ()0 (8)puw + (V'(5))* oo
Y por tanto, se sigue que
E(X) = (a”(0),N) = ((u/(0))*@uu + 20/ (0)0'(0)pus + (v(0))%yu, N)
= (/(0))*(uus N) + 20 (0)0(0) (P, N) + (v/(0))* (20, V)
= (/(0),v'(0))ZZ,(u'(0),v'(0))" = Ly5(X,X)
Esta interpretaciéon geométrica nos permite obtener la invariancia de la segunda forma fundamental.

Corollary 9.9. Sean ¢ y ¥ dos parametrizaciones de S, positivas en p. Entonces las sequndas formas
fundamentales de ¢ y de ¥, sobre T,S, coinciden, es decir

(235) Lop=~Luy

Pues, a esta forma bilineal simétrica, la notaremos simplemente por L,, pues se acaba de ver que no
depende de la parametrizacion, y se le llama simplemente seqgunda forma fundamental de S en p con
orientacion N.

Example 9.10. Para un plano, todas las secciones normales son rectas, puesto que se trata de la inter-
seccion de dos planos, y por tanto todas las curvas seccionales son rectas y las curvaturas seccionales son
nulas.

Example 9.11. Consideramos la parametrizacion de la esfera de radio r.
(236) ¢(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv,rsinv), (u,v) € R?

Podemos calcular su seqgunda forma fundamental y ver que

2
(237) I () = — (’" o 2)
Y entonces definimos X = Apy, + pp, € Tpp, con p = p(u,v), y tendremos que
(238) k(X) = L, (X, X) = —rcos? vA? — rp?
Pero X es unitario, y como la primera forma es
2.2
(239) Liuw) = (r cgs ! r02>
Nos queda que
(240) X? = XI(WJ)XT =r?cos® v\t +r2u? =1
De forma que
(241) rk(X) = —r?cos? vA? — r?p? = —1

De forma que se puede ver que todas las secciones normales de una esfera de radio r son curvas planas
de curvatura orientada —1/r, y por tanto, las curvas seccionales son circunferencias de radio r, como era
de esperar. En este caso, la curvatura orientada es megativa, porque si denotamos por n, se verifica que

n = —N. Podemos considerar, por ejemplo, p = ©(0,0), y un vector tangente X = (1/r)p,. La seccién
normal es
(242) au) = ¢(u,0) = (rcosu, rsinu,0)

la cual tiene, para u = 0 vector normal n = (—1,0,0), mientras que el vector normal a la superficie Mp
es

(243) N, = ¢u X pu/VEG — F2 = (1,0,0)
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Se puede notar, finalmente, la dependencia de la segunda forma fundamental con la orientaciéon de las
superficies.

Proposition 9.12. Sea £, la sequnda forma fundamental de S en p, considerando una orientacion Np
de S en p. Entonces, la segunda forma fundamental de S en p, considerando la orientacion —Np, es —Lp.

Demostracion: Si E; es la segunda forma fundamental de S en p, con la orientacién —N, X es un vector
tangente unitario de 7,5 y « la seccién normal de S definida por X, por la interpretacién geométrica de
la segunda forma, tendremos

(244) L0(X,X) = (a”(0), -N) = —L£,(X,X)

De modo que sigue lo que queriamos probar.

10. LAS CURVATURAS DE UNA SUPERFICIE EN R3.

En este tema vamos a introducir distintas curvaturas de una superficie en R3. En particular, reencon-
traremos la curvatura de Gauss, que ya introdujimos para superficies en R™, pero ahora obtendremos
expresiones de esta curvatura mucho mas accesibles.

10.1. Repaso de formas bilineales simétricas y endomorfismos simétricos. Antes de continuar
estudiando la segunda forma fundamental, recordaremos la relacién (estudiada en Algebra Lineal) entre
formas bilineales simétricas y endomorfismos simétricos, que luego usaremos.

Sea F un espacio vectorial euclideo con producto escalar (-, ).

Recordemos que un endomorfismo A de E se dice que es simétrico si

(245) <-Amv y> = <:13, Ay>
y que una forma bilineal B de E se dice que es simétrica si
(246) B(z,y) = B(y, z)

Es inmediato que si A es un endomorfismo simétrico de E, la forma bilineal definida por B(z,y) =
(Az,y), Yo,y € E, es simétrica.
Menos obvio es el reciproco.

Proposition 10.1. Si B es una forma bilineal simétrica sobre E, existe un unico endomorfismo simétrico
A de E tal que

(247) B(z,y) = (x, Ay) Vz,yckE
Demostracién. Probemos la unicidad: si A y A’ verifican la ecuacién anterior, restando tendremos que
(248) (x,(A-A)y)=0 Va,yeF

Por tanto, A = A'.

Para probar la existencia, podemos tomar bases y resolver la ecuacién matricial. Es decir, fijamos una
base de E' y notamos . la matriz de B, G la matriz del producto escalar y M la matriz del endomorfismo
que buscamos. Entonces, se debera verificar

(249) Y=GM

Por tanto, como det G # 0, podremos resolver la ecuacién y obtendremos
(250) M=G'%

Este endomorfismo M es simétrico, pusto que, dado que 7 = ¥, M verifica
(251) MTG =GM

que es la ecuacién matricial que caracteria los endomorfismos simétricos.
Aplicando el teorema espectral de diagonalizacién de endomorfismos simétricos se tiene inmediata-
mente:



34 OT GARCES Y ADRIA GARCES

Corollary 10.2. Sea B una forma bilineal simétrica sobre E. Existe una base ortogonal {u;, uz} de E
tal que la matriz ¥ de B en esta base es diagonal:

(252) ¥ = (’Bl k‘;)

Esta matriz 2 es también la matriz diagonal del endomorfismo simétrico A asociado a B. Por tanto, esta
matriz es unica salvo permutaciones de la diagonal.

En este punto debemos hacer una observacion sobre la diferencia entre la forma bilineal B y el endo-
morfismo A. Mientras que el determinante y la traza de cualquier matriz A son invariantes por cambios
de base, no ocurre asi con el determinante y la traza de las matrices de B. Dejamos como ejercicio razonar
este punto.

10.2. Curvaturas principales y direcciones principales de curvatura. Sea S una superficie
regular en R3, sea p un punto de S, y sea N una orientacién de S en p, fijada.

Como el espacio tangente 7,S es un espacio vectorial euclideo (con producto escalar I,), y £, es una
forma bilineal simétrica sobre 7,5, resulta inmediatamente del repaso anterior que

Theorem 10.3. Eziste una base ortogonal {ui,us} de T,S tal que la matriz de L, en esta base es
diagonal:

ki 0
- (5 0)
Ademds, esta matriz es unica salvo permutaciones de la diagonal. A los elementos de la diagonal ki, ko,

se les llama curvaturas principales de S en p, y a los vectores ui, uy se les llama las direcciones
principales de curvatura de S en p.

Corollary 10.4. Férmula de Euler. Con las notaciones anteriores, si

(254) X = cosfuy + sin Quy

la curvatura de la seccion normal de S definida por X es

(255) E(X) = ky cos? 0 + ko sin? 0
Resulta de aqui, que si ponemos ks < k1, entonces

(256) ko < kycos? 0 + kysin?0 < ky

Es decir, que k; es la curvatura seccional maxima de S, y ko es la minima.
Damos ahora la definicién siguiente.

Definition 10.5. Se llama curvatura de Gauss (o gaussiana) de S en p a
(257) K, = kako

y se llama curvatura media de S enp a

(258) H, = (k1 + k)2

La presencia de las curvaturas principales k1 y ko, permite refinar la clasificacién de los puntos de una
superficie que habiamos dado, en funcién de la curvatura de Gauss.
Definition 10.6. Un punto p de la superficie S se dice que es
» umbilical, si ki(p) = ka(p)
= plano, siki(p) = ka(p) =0
Finalmente, se dice que una superficie es minimal si k1(p) = —ka(p),Vp € S, es decir, si la curvatura
media Hy, es nula.

Es claro que todos los puntos planos son parabdlicos (K = 0), y que los puntos umbilicales no planos
son elipticos (K > 0).
También es claro que un punto es umbilical si, y sélo si, la segunda forma es proporcional a la primera:

(259) 17, =ki(p)Z,

y, en particular, un punto es plano si, y sélo si, ZZ, = 0.
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Finalmente, observemos que un punto es umbilical si, y sélo si, todas las direcciones del espacio tangente
son direcciones principales de la curvatura, o dicho de otra manera, un punto no es umbilical si, y sélo
si, sélo tiene dos direcciones principales de curvatura linealmente independientes.

Los anteriores conceptos de curvatura conducen a resultados muy notables sobre las superficies de R3,
algunos de los cuales veremos en los problemas de este tema.

10.3. El teorema egregio de Gauss. En el punto anterior hemos definido la curvatura de Gauss de
una superficie en R? por K = kiko, pero en la segunda parte del curso, ya habiamos dado una definicién
de la curvatura gaussiana para toda superficie en R™. ;Coincide aquella definicién con la que acabamos

de dar?
Como es de esperar, si que coinciden las dos definiciones:

Theorem 10.7. (Férmula de Brioschi, 1852). Sea S una superficie reqular en R3, sea p un punto
de S, y sea N una orientacion de S en p, fijada. Entonces se tiene

(260) kiky = (Dy — Dy)/D?
siendo D, Dy y Dy las expresiones que introdujimos en el tema 8.

Demostracion. La prueba de este resultado nos requeriria unos calculos un tanto laboriosos y no la
incluiremos en estas notas.

Una consecuencia de este resultado es el siguiente teorema, que marcaria un hito en el desarrollo de
la geometria.

Theorem 10.8. (egregio de Gauss, 1827). El producto de las dos curvaturas principales sélo depende
de la primera forma fundamental.

Por tanto,

Corollary 10.9. Si dos parametrizaciones birregulares ¢, ¥ : U — R? tienen la misma primera forma
fundamental, entonces tienen la misma curvatura de Gauss.

Las fechas de los dos teoremas anteriores pone en evidencia que el desarrollo histérico de estos temas
no es el que hemos seguido en este curso. Esto es bastante frecuente en las presentaciones actuales de las
matematicas, en las que prima la celeridad.

La expresién de la curvatura de Gauss como producto de dos curvaturas principales, K, = kik2, nos
permite dar una interpretacion muy visual de los puntos elipticos o hiperbdlicos.

= En un punto eliptico, como K > 0, las dos curvaturas principales son del mismo signo, y por tanto
los dos vectores normales a las secciones normales segun las direcciones principales, coinciden.

= En un punto hiperbédlico, como K < 0, las dos curvaturas principales son de signo opuesto, y
por tanto los dos vectores normales a las secciones normales segtin las direcciones principales, son
opuestas.

10.4. El endomorfismo de Weingarten. Vamos a ver a continuacién como podemos determinar las
curvaturas con las dos formas fundamentales.

Hemos recordado al principio de este tema que en un espacio euclideo E toda forma bilineal simétrica
B define un endomorfismo simétrico de F tal que
(261) B(x,y) = (x,Ay) Vaw,yckE

Asi, aplicando este resultado al espacio euclideo 7,5, obtenemos que
Theorem 10.10. La segunda forma fundamental L, define un inico endomorfismo simétrico W de TpS,
tal que
(262) Ly(X,Y) = I,(X, Wp(Y))

Al endomorfismo W, se le llama endomorfismo de Weingarten.

Una precaucién: en algunas referencias se llama endomorfismo de Weingarten a —W,,, veremos una
motivacién para este cambio de signo en el apartado 4.

Si ¢ : U — R? es una parametrizacién birregular de S, la igualdad £,(X,Y) = L,(X, W,(Y)) se
expresa, al tomar la base del espacio tangente {©,, ¢, }, por la igualdad matricial
(263) TZ(ww) = Lu,o) Weuw)

y, por tanto, es natural dar la siguiente definicién.
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Definition 10.11. Se llama matriz de Weingarten de la parametrizacion reqular o : U — R3, a la
aplicacion

(264) W: U— M(2x2;R)
definida por el producto de matrices
(265) Wiy = Ly P ()

En definitiva, vemos que la definicién de la matriz de Weingarten es analoga a la definicién de la
curvatura orientada
(266) k(u) = (@ (u), N) /||’ (u)|?
pues
= El papel del escalar (o' (u), N ) lo desempefia ahora la matriz ZZ, ).

» El papel del escalar 1/||a/(u)||? lo desempeiia la matriz I(;lv).

Observemos que un cambio de orientacién de la superficie S cambia el signo de ZZ, pero no el de Z,
por lo que también cambia el signo de W.

Sabemos que la forma diagonal de W es la misma que la de £, de manera que los valores propios k1,
ko de W son las curvaturas principales, y los vectores propios de W son las direcciones principales de
curvatura.

De las propiedades de invarianza del determinante y la traza resulta la siguiente proposicién, que nos
da una forma de obtener la curvatura de Gauss y las otras curvaturas, a partir de W.

Proposition 10.12. Se tiene:
1. Kp =det W,
2. H, = jtraza W,
3. El polinomio caracteristico de W, es 2 — 2Hpt + K, = 0, y por tanto las curvaturas principales
son las raices de esta ecuacion:

(267) ki=H++VH?>-K
(268) ko=H—+VH?>-K
Ahora resulta de un sencillo célculo que
-1
_(E F e f\ _ 1 eG— fF fG—gF
(269) W_<F G) (f g>_EG—F2 (fE—eF gE — fF
y asi se obtiene el importante teorema siguiente.

Theorem 10.13. La curvatura de Gauss de S en p verifica

det Z7 eg — f?
2 K, = F =
(270) P detZ, EG - F?

y la curvatura media
eG —2fF + gF

2(EG — F?)

Vemos que todos los puntos de la esfera son umbilicales, pero no planos, y nos podemos preguntar si
el reciproco es cierto:

Si S es una superficie regular, orientada y conexa, y suponemos que todos los puntos de S son umbi-

licales, pero no planos, entonces ;Esta S contenida en una esfera? Daremos la respuesta en el problema
(10.6)

(271) H,=

10.5. La diferencial de N. Como el vector normal N es unitario, se tiene que <N, N) = 1, y derivando
se obtiene

(272) (N, N) = (N, N) = 0
Asi, los vectores N, y Nv, que son las columnas de la diferencial de N , Se expresan como

(273) Ny = a1194 + a2190
(274) Ny = a12y + a2y
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y obtenemos una matriz a;; formada por las componentes de los vectores N, y N, en la base {Ou, ot
Vemos la relacion entre esta matriz y la matriz de Weingarten.

Dado que {@,, N) = 0, derivando se obtiene

(275) 0 = 0ulu, N) = (uu, N) + (0, Nu) = € + {pu, Nu)

(276) 0= By (pus N) = (puws N) + (o, N} = f + {ipu, N0
Anglogamente, como (@, N) = 0, se obtiene

(277) 0= Bulp, N) = (Pou, N) + (00, No) =  + {00, Nu)

(278) 0= 0u{po, N) = {puu, N) + {00, No) = g+ (100, No)
Sustituyendo en estas cuatro igualdades las expresiones (10.29) y (10.30), encontramos

(279) a B+ ankF =—e

(280) anF +anG=—f

(281) apkE +anl =—f

(282) a12F + apG = —g

Estas igualdades se pueden expresar matricialmente como
E F\ (a1 a2 e f
283 = _
(283) (F G) <a21 a2 I g
y, en definitiva, obtenemos que la matriz a;; es la opuesta de la matriz de Weingarten

a a
(284) ( . 12) = Wiuw)

11. CURVAS NOTABLES DE UNA SUPERFICIE EN R3.

La geometria de una superficie S en R? da lugar a distintos tipos de curvas sobre S, que particularizan
ciertos aspectos de esta geometria. En este tema veremos los tres tipos mas notables de curvas: las lineas
de curvatura, las curvas asintéticas y las geodésicas.

En todo este capitulo S es una superficie en R?, regular y orientada.

Diremos que una curvas v : I — R3 es una curva de S si su traza estd contenida en S, y pondremos
entonces v: I — S.

11.1. Las lineas de curvatura. En el capitulo anterior hemos visto que Vp € S, existe una base
ortogonal {u1,u2} de 7,5 tal que la matriz de £, en esta base es diagonal:

ki 0O
0 ko

vy que a los vectores w1, us les hemos llamado direcciones principales de curvatura de S en p.

También se llama direccion principal de curvatura al subespacio ({x}) que genera un vector & que sea
una direccién principal de curvatura.

Podemos dar ahora la siguiente definicién:

Definition 11.1. Sea v : I — S una curva regular de S. Se dice que v es una linea de curvatura de
S siVt € I, el vector tangente v'(t) es una direccién principal de curvatura de S.

Example 11.2. Sobre el plano, o sobre la esfera, este concepto no es muy relevante, pues, en estos
casos, como todas las direcciones son direcciones principales de curvatura, resulta que todas las curvas de
estas superficies son lineas de curvatura. Pero, como veremos, en otras superficies este concepto es muy
interesante.

Como las direcciones principales de curvatura son los vectores propios del endomorfismo de Weingar-
ten, se sigue inmediatamente la siguiente proposicion.

Proposition 11.3. Una curva reqular de S, v : I — S, es una linea de curvatura de S si, y solo si,
existe una funcion diferenciable A : I — R tal que

(285) Wy (6) = MO (1), VieT
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Tomando una parametrizacién podremos expresar esta condicién en forma de una ecuacion diferencial
ordinaria.

Sea ¢ : U — R3 una parametrizacién birregular de S, y sea v : I — ¢(U) una curva regular de S,
cuya expresion local es v(t) = p(u(t),v(t)).

Theorem 11.4. La curva v es una linea de curvatura de S si, y sdlo si, las funciones u(t), v(t) verifican

la ecuacion diferencial (EDO):

(286) (Bf — Fe)u”? + (Eg — Ge)u'v' + (Fg — Gf)v? =0
Demostraciéon. Como W = I~ 77 tendremos la ecuacién matricial:

(287) IZ(u',v") = NZ(u',v)

es decir,

e u’ E F\ (u
(8 GG 6) )
De aqui deducimos que
eu + fv' fu' + gV
Eu' + Fv  Fu' + Gv
y operando se obtiene la ecuacién enunciada en el teorema.

(289)

Corollary 11.5. Si FF = f = 0, las curvas coordenadas de la parametrizacion ¢ son las lineas de
curvatura de S.

Demostracion. En efecto, consideremos las curvas cordenadas u = cte,v = t. Entonces v’ = 0, y como
F = f =0, se cumple la ecuacién anterior. Pasa algo similar con las curvas u = t,v = cte.

Corollary 11.6. Sip es un punto no umbilical de S, pasan por p eractamente dos lineas de curvatura,
que se cortan ortogonalmente en p.

Demostracion. La primera afirmacion se deduce del teorema de existencia y unicidad de las soluciones
de las ecuaciones diferenciales. Las lineas de curvatura se cortan ortogonalmente ya que sus vectores
tangentes en p son las direcciones principales de curvatura, y estas son ortogonales.

11.2. Las curvas asintéticas. Sabemos que tomando una base ortogonal {u1, us} de 7,5 formada
por direcciones principales de curvatura, la matriz de la segunda forma fundamental £, en esta base es
diagonal y por tanto, si  tiene componentes (x,y) se tiene

(290) IZ,(x,x) = k12° + koy”
Definition 11.7. Un vector  # 0 de TS se dice que es una direccion asintdtica si
(291) IZ,(x,x) = k122 + koy® =0

También se llama direccion asintdtica al subespacio ({x}) que genera un tal x.

Considerando la clasificacién de los puntos de una superficie, tendremos:

1. Si p es un punto eliptico, como K > 0, k1 y k2 son no nulos y del mismo signo, de aqui resulta
que ZZ,(z, x) = kiz* + kay? # 0, y por tanto no hay direcciones asintéticas.

2. Sip es un punto parabdlico no plano, entonces ZZ,(x, x) = k122, y por tanto s6lo hay una direccién
asintética ({(0,1)}).

3. Si p es un punto parabdlico plano, entonces ZZ,(x, ) = 0, y por tanto todas las direcciones son
asintéticas.

4. Si p es un punto hiperbdlico, como K < 0, k1 y ko son no nulas y de signo opuesto. Asi, si
suponemos que ko < 0, tendremos que

(202) IT,(2,@) = kia? + kay® = (Vkiw + V/—Fay) (Vinw — Vkay)

y por tanto hay exactamente dos direcciones asintéticas ({(v/—ka, —vk1)}), ({(V—Fk2, +vk1)}).
Notemos que, en este caso, las direcciones asintéticas son ortogonales si, y sélo si,

(293) ki+ ke =0

es decir, si la superficie es minimal.
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Podemos ahora dar la siguiente definicion.

Definition 11.8. Sea v : I — S una curva reqular de S. Se dice que v es una curva asintética de S si
vt € I, el vector tangente +'(t) es una direccidn asintdtica de S.

Example 11.9. Sobre el plano, o sobre la esfera, estas curvas son faciles de determinar. En el plano,
como todas las direcciones son direcciones asintoticas, resulta que todas las curvas del plano son curvas
asintoticas. Mientras que sobre la esfera, como todos sus puntos son elipticos, no existen curvas asintoticas
sobre la esfera.

Tomando una parametrizacién podremos expresar la condicién que define las curvas asintdticas en
forma de una ecuacion diferencial ordinaria.

Sea ¢ : U — R3 una parametrizacién birregular de S, y sea v : I — (U) una curva regular de S,
cuya expresion local es v(t) = @(u(t),v(t)).

Theorem 11.10. La curva v(t) = p(u(t),v(t)) es una curva asintdtica de S si, y sélo si, las funciones
u(t) y v(t) verifican la ecuacion diferencial

(294) eu? + 2fu'v' + gv'? =0

Demostraciéon. Como la matriz de Z7Z es

(295) 17 = (; g )

el resultado es inmediato.

Corollary 11.11. Si ¢ es una constante y e(u,c) = 0 (resp. g(c,v) = 0), la curva coordenada v = ¢
(resp. u = c) de la parametizacion ¢ es una curva asintdtica de S

Demostracion. En efecto, consideremos la curva coordenada v = t,v = cte. Entonces v/ = 0 y como
e(u,cte) = 0, se cumple la ecuacién anterior. Para las curvas u = cte,v = ¢, es similar.

Corollary 11.12. Sip es un punto hiperbolico de S, pasan por p exactamente dos curvas asintoticas.

Demostracion. Se deduce del teorema de existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones
ordinarias

11.3. Aceleracién tangencial y simbolos de Christoffel. Antes de exponer las curvas geodésicas
de una superficie, introduciremos unos conceptos previos que por si mismos son muy importantes y
esclarecedores.

Sivy: I — R? es una curva (decribe un movimiento) en R3, recordemos que la velocidad de la curva
v en t es el vector de R3 +/(t), y se tiene, asi, la curva diferenciable en R3

(296) v T =Rt — A (t)
La aceleracidn de ~y es la velocidad de la curva 4/, es decir, la curva
(297) VT R (1)

Supongamos ahora que S es una superficie orientada en R3, y que v : I — R? es una curva sobre
S, entonces la velocidad de la curva + en t, el vector tangente de R? +/(t), es una vector tangente a S,
Y (t) € Ty S.

Pero en general, la aceleracién de v en t, el vector v”(t), no serd un vector tangente a S. Ahora bien,
como S estd orientada tendremos un vector normal unitario Z\Afy(t) para cada t, y podremos considerar la
descomposicién ortogonal

(298) R* =TS D N},
y de esta forma todo vector & € R3 se puede descomponer como
(299) T =xT + TN

con xr € TypnS y &N € <{]\A/,Y(t)}>, que se llaman, respectivamente, la componente tangencial y la
componente normal del vector x.

Definition 11.13. Se llama aceleracién tangencial (con respeto a la superficie S) de la curva v en
t, a la componente en TS del vector " (t), y7(t).
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Como el vector Nv(t) es unitario y ortogonal a T, )5, tendremos que

(300) V() = Y7 (E) + (), Ny)) Ny

Veremos, a continuacién, cémo se expresa la aceleracion tangencial localmente.

Sea ¢ : U — R? una parametrizacién birregular de S, y sea v : I — ¢(U) una curva regular de S,
cuya expresién local es v(t) = p(u(t),v(t)).

Entonces, el espacio tangente tiene base {@y, ¢y}, y se tiene
(301) v =u'py + 'y

Volviendo a derivar se tiene
(302) V" ="y + 0"y + U Py + 200 Py + 000
y, por tanto, para determinar la componente tangencial de 7" necesitamos expresar las derivadas segundas
de ¢ en la base {p,, ¢,, N} de R3.

k

Las primeras componentes no las conocemos y las notaremos I';;, pero la componente en N si que la
conocemos, pues son los coeficientes de la segunda forma fundamental. Asi, tendremos,

(304) Puv = Fb(pu + F%Q‘F)v + fN
(305) Pvo = Daapu + Doy + gV

Noétese que no hemos escrito la ecuacién correspondiente a @y, PUES Yyy = Puv-

Definition 11.14. Se llaman simbolos de Christoffel de la parametrizacion ¢ a los coeficientes Ffj
de las ecuaciones anteriores.

Evidentemente, la componente tangencial de las segundas derivadas esta formada por los dos primeros
términos de estas ecuaciones y, por tanto, al sustituir en la ecuacién qu hemos obtenido para ~" resulta
el siguiente teorema.

Theorem 11.15. La aceleracion tangencial de la curva ~y tiene, en la parametrizacion ¢, la expresion
(306) = (0 + Thu? 4 2T fu'v' 4 Tosv)py, + (v + T30’ 4+ 2T2,0'v" 4+ T2,0™%) ¢,

Observemos que si las funciones coordenadas u, v las notamos w1, us, entonces las derivadas parciales
serian ¢, , Yu,, y podriamos escribir la anterior expresién de la aceleracién tangencial asi

(307) V=Y (w4 Y Thuiu)pu,
k=1,2 i,j=1,2
Los coeficientes de Christoffel se pueden calcular derivando las igualdades E = (@y, ¢u), F = (@u, ©v)
y G = {pypy), y después de unos cdlculos se pueden encontrar en los apuntes de F. Guillén, pdginas
78-79, se llega a la proposicién siguiente.

Proposition 11.16. Los simbolos de Christoffel verifican

(308) rl, v, T\ (E F\ '[ E,J2 E, 2 F,—G,/2
r2, 2, 13,) - \r ¢ F.—E,/2 Gu./2  G,/2

11.4. Las geodésicas. Imaginemos que tenemos sobre el plano euclideo R? una bolita de radio muy
pequeno, fija en un punto P,y que le damos en el instante ty = 0, un golpe de una determinada direccién
y magnitud, que estars representado por un vector v de R2. La intuicién geométrico-fisica més elemental
nos hace prever que la bolita se moverd y seguird una trayectoria rectilinea (en ausencia de rozamientos,
fuerzas de gravedad,...,) sera descrita por la ecuacién de la recta

(309) v=P+tv

es decir, la ecuacién de la recta que pasa por Py que tiene vector director v # 0. Es el movimiento (no
constante) mds simple que se estudia en cinemética y que se conoce como movimiento rectilineo uniforme
o MRU.

Pero, supongamos que la bolita no estuviera sobre un plano, sino que estuviera sobre una superficie
S. La bolita estd en el punto P de S y le damos un golpe representado por el vector tangente v € 7,S.
. Qué trayectoria seguird, en este caso, la bolita? ;Cudles son los movimientos rectilineos uniformes sobre
una superficie S7
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Vamos a estudiar esta cuestion.

La observacién bésica es la caracterizacién del MRU por medio de su aceleracién. En efecto, es inme-
diato que ~(t) es un MRU si, y sélo si, v”(¢t) = 0, y que el punto de paso y el vector director quedan
determinados por las condiciones iniciales y(0) = P, 4/(0) = v.

Por tanto, es natural dar la siguiente definicién: un movimiento (o curva) v : I — S sobre la superficie
S, se dice que es un movimiento uniforme sobre S, si la aceleracién tangencial de 7/.(t) = 0. En esta
definicién hemos usado la terminologia propia de la cinemética, pero en geometria diferencial se usa otra
terminologia y se dice que  es una geodésica de S. Asi pues,

Definition 11.17. Una curva y sobre una superficie S es una geodésica de S si v4.(t) = 0.

Example 11.18. Si y(t) = P + tv es una recta cuya traza estd contenida en S, entonces v es una
geodésica de S, pues como ya v =0, resulta que, claramente, v/ = 0.

Por ejemplo, hemos visto al estudiar las curvas asintdticas que en el paraboloide hiperbolico teniamos
dos familias de rectas que eran curvas asintoticas de la superficie, pues bien todas estas rectas también
serdn geodésicas del paraboloide hiperbdlico.

Vemos como se determinan las geodésicas de una superficie localmente.

Sea ¢ : U — R? una parametrizacién birregular de S, y sea v : I — ¢(U) una curva regular de S,
cuya expresion local es v(t) = @(u(t),v(t)).

Anteriormente, hemos encontrado que la aceleracién tangencial de la curva ~ tiene, en la parametri-
zacion ¢, la expresion

A= (U + T 4 2T [u'v 4 Togv)py, + (v + T u'? 4 2T3,u'v" 4+ T30,
por tanto tenemos la siguiente caracterizacién:

Theorem 11.19. La curva y(t) = o(u(t),v(t)) es una geodésica de S si, y sdlo si, las funciones u(t), v(t),
verifican el sistema de ecuaciones diferenciales

(310) u” +THu'? + 2T v + Tagv =0
(311) o + T30 + 2T,y + T30 =0

Se sigue del teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales el siguiente
corlario.

Corollary 11.20. Si P es un punto de S yv € T,5, conv # 0, existe un dnica geodésivay : (—e,€) = S,
tal que v(0) = P, 4'(0) = v.

Es decir, en cualquier punto de la superficie S que pongamos la bolita y con cualquier golpe que le
demos a la bolita, ésta se moverd en una trayectoria unica sobre la superficie durante un cierto espacio
de tiempo.

Corollary 11.21. Las geodésicas de una superficie sélo dependen de la primera forma fundamental de
la superficie, en particular, no dependen ni de la orientacion de la superficie ni de la sequnda forma
fundamental.

La definicién anterior de geodésicas se aplica a curvas con una parametrizacién concreta, y por ello se
les llama también geodésicas parametrizadas, para distinguirlas de las llamadas geodésicas geométricas que
son aquellas curvas y(t) tales que con un cambio de pardmetro se convierten en geodésicas parametrizadas.
Asi, el concepto de geodésica parametrizada no es invariante por cambios arbitrarios de parametros,
mientras que el concepto de geodésica geométrica si lo es.

Una caracterizacion extrinseca de las geodésicas geométricas es la siguiente:

Proposition 11.22. Sea v: I — S una curva 2—regular. Entonces, v es una geodésica geométrica de
S si, y solo si, la normal n(t) a la curva v es igual a £N ), para todo t, es decir, n(t) = £N,).

Demostracion. Si v es una geodésica geométrica, existe un cambio de pardmetro que la convierte
en geodésica parametrizada, y como los cambios de pardametro conservan el vector normal a la curva,
podemos suponer que v es una geodésica parametrizada. Entonces, serd 4. = 0 y por tanto

(312) V(1) =K () = (7' (£), Ny No
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De aqui resulta, al ser v 2—regular, que
(313) n(t) = iN,y(t)

Reciprocamente, si se cumple esta ultima condicién, por una cambio de parametro de v seguird cum-
pliéndose, y por tanto podemos suponer que «y estd parametrizada por el arco. Entonces, como se tiene
que

(314) V'(s) =t (s) = k(s)n(s)
resultard de n(s) = :I:]\A]W(S)7 que
(315) Y'(s) =N (s)

o sea que ¥4(s) =0, y, en definitiva, que 7 es una geodésica geométrica.

12. GEOMETRIA INTRINSECA Y GEOMETRIA EXTRINSECA DE SUPERFICIES.

En los temas anteriores hemos estudiado ciertas superficies distinguidas: el plano, el cilindro, la esfera,
el toro ordinario, el toro plano, la catenoide, la helicoide... Nos podemos plantear la cuestion de si
estas distintas superficies son realmente ’distintas’ o son ’iguales’. Para ello, necesitamos precisar qué
entendemos por 'igualdad’ de superficies.

En Algebra Lineal, por ejemplo, la ’igualdad’ de espacios vectoriales se precisa con el concepto de
isomorfismo lineal, mientras que en Geometria Lineal la ’igualdad’ de espacios afines euclideos se precisa
con el concepto de isometria. Recordemos, en particular, que una isometria de R? en si mismo se llama
un desplazamiento, y que se puede expresar matricialmente: una aplicacién f es un desplazamiento de
R3 si, y sélo si, f(z) = A(z) + b, siendo A una matriz 3 x 3 ortogonal y b un vector de R3.

12.1. Superficies extrinsicamente isométricas. En primer lugar, tenemos que advertir que en el
estudio de las superficies en R? podemos distinguir dos tipos de igualdades”, segin se vean las superficies
iguales exteriormente desde el espacio R? en el que habitan, o si sélo se ve iguales interiormente, desde
la propia superficie.

El primer concepto de igualdad”se precisa en la siguiente definicion.

Definition 12.1. Sean S; y So dos superficies requlares de R>, sea p; un punto de Sy y pa un punto de
Ss.

Diremos que S1 y So son extrinsecamente isométricas en py, pa, si existe un desplazamiento f de
R3, y entornos abiertos U; de p; en S;, coni = 1,2, tales que

(316) f(Ul) = Uy, f(Pl) = D2

En sentido contrario, diremos que S1 y So no son extrinsecamente isométricas si no son extrinse-
camente isométricas en ningun par de puntos p1, ps.

En muchos casos, los entornos U; son las propias superficies, y se tiene claramente la proposicién
siguiente.

Proposition 12.2. Sean S, y Sy dos superficies requlares de R3, y sea p; un punto de S;, coni = 1,2.
Si existe un desplazamiento f de R? tal que

(317) f(51) = Sa, f(Pl) = D2

entonces S y So son extrinsecamente isométricas en py, ps.

Proposition 12.3. 5i S; y Sy son extrinsecamente isométricas en p1, pa2, entonces existe, para i = 1,2,
una parametrizacion birregular p; : U — R? de S;, un punto q de U, tal que

Yy, si notamos I; () (respectivamente IZ; (,.)) la primera (y segunda) forma fundamental de p;, se
tiene que

(319) T ) = Z2,(u,0)
(320) IIL(UW) = :tII2,(u,v)7 A (u,v) eU
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En consecuencia, si notamos K; (respectivamente H;) la curvatura de Gauss (y la curvatura media
respectivamente) de p;, se tiene que
(321) K (u,0) = Ka,(u,0)
(322) Hy vy = THa (uw), V(u,v) €U
Demostracion. En primer lugar, tomemos una parametrizacién birregular arbitraria de S; en un entorno

de p1, p: V = R3 con ¢(q) = p1.
Por hipétesis existe un desplazamiento f de R2, y entornos abiertos U; de p; en S;, i = 1,2, tales que

(323) f(U) =0z, [f(p1) =p2
Entonces podemos tomar U = ¢~ 1(Uy), p1 : U — R? la restriccién de p a U,y po : U — R3 la
composicién f o @1, asf ps = f o 1.
Notemos, ahora, que si el desplazamiento f(x) = A(z) + b, con A ortogonal, se verifica ¢o(z) =
A(p1(x)) + b, y por tanto obtendremos al derivar:
dup2 = A(Ouspr)
anOZ - A(avﬁpl)
8uu902 = A(@uugol)

Por tanto,
(324) Ey = (A(Oupr), A(Ouipr)) = Er

pues como A es ortogonal, preserva el producto escalar. Andlogamente se prueba que Fy = Fy, Gy = G;.
Finalmente,

_ det(A(Quupr), A(Qupr), AOvp1))
VEG, — F}

pues una matriz ortogonal tiene determinante +1. Andlogamente se prueba que ZZ, = det(A)ZZ; =
+77,, segun el signo de det A.

Podemos preguntarnos si el reciproco de la proposicién anterior es cierto, y, en efecto, este es el
contenido del importante teorema de Bonnet.

(325) €92 = det(A)61 = :|:61

Theorem 12.4. (de Bonnet.) Sean S; y So dos superficies requlares de R3. Si existe, para i = 1,2,
una parametrizacion birreqular p; : U — R3 de S;, un punto q de U, tal que

(326) vilg) =pi, 1=1,2

y se tiene que

(327) IL(u,v) = I2,(u7v)

(328) IIl,(u,'u) = iIIZ(u,U)a 4 (u,v) eU

entonces S1 y Sy son extrinsecamente isométricas en p1, pa.

Demostracion. La prueba de este resultado se apoya en resultados de EDP’s que quedan fuera del
alcance de este curso.

12.2. Superficies intrinsecamente isométricas. El segundo concepto que daremos de igualdad”de
superficies tiene su motivacién en el ”problema de los mapas”.

Dada una superficie S; de R3,;Qué es un mapa de S;?.

Una respuesta razonable es que un mapa de S; es una regién del plano (una hoja de papel) que se
corresponde biyectivamente con Sy (un dibujo de S sobre la hoja de papel), tal que esta correspondencia
conserva las distancias (o las conserva con un factor de escala).

En general, podriamos considerar mapas de S; sobre otras superficies que no fueran necesariamente el
plano, digamos otra superficie So, y asi llegamos al concepto de superficies intrinsecamente isométricas,
que exponemos a continuacién.

Sean S; y So dos superficies regulares de R” y R™, respectivamente. Tomando n = méx(n, m), supon-
dremos que ambas son superficies de R™ (consideraremos superficies en un espacio euclideo R™, pues la
restriccién a superficies en R3 serfa irrelevante en la definicién que sigue).
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Definition 12.5. Diremos que S1 y S son intrinsecamente isométricas en pi, ps, si existe, para
i = 1,2, una parametrizacion birreqular ¢; : U — R™ de S;, un punto q de U, tal que

(329) pilg) =pi, =12
y las primeras formas fundamentales de 1 y @2 coinciden sobre U.

En sentido contrario, diremos que S7 y S2 no son intrinsecamente isométricas si no son intrinse-
caemnte isométricas en ningtin par de puntos pi, ps.

Notemos que, (como ya hemos dicho), en esta definicién no hemos supuesto que las superficies estén
necesariamente en R2, pues la primera forma fundamental la hemos definido para supericies en R™.

Resulta, inmediatamente, de la proposicién anterior, el siguiente resultado.

Proposition 12.6. Si S} y Sy son dos superficies de R?, que son extrinsecamente isométricas en py, pa,
entonces son intrinsecamente isométricas en pi, po.

Pero tenemos superficies que son intrinsecamente isométricas y no lo son extrinsecamente, veamos un
ejemplo sencillo.

La definicién de superficies intrinsecamente isométricas se refiere a puntos concretos de las superficies,
pero como acabamos de ver en el ejemplo del plano y el cilindro esta concrecién no es necesaria en
ocasiones, y en este sentido se da la siguiente definicién.

Definition 12.7. Sean S1 y Sa dos superficies regulares de R™, diremos que S1 y Sa son localmente
isométricas, si para cada punto py de Sy existe un punto ps de So tal que Sy y Sz son intrinsecamente
isométricas en pi1, p2, y, reciprocamente, para cada punto qo de Sy existe un punto q de Sy tal que Sy
y So son intrinsecamente isométricas en qi, qo.

Example 12.8. Asi, el plano y el cilindro son localmente isométricos.

Recordamos que, por definicién, la curvatura de Gauss se expresa en términos de los coeficientes de la
primera forma fundamental y sus derivadas, y, por tanto, se sigue el teorema:

Theorem 12.9. (de Gauss.) Si Sy y Sy son dos superficies de R™, que son intrinsecamente isométricas
en p1, p2, entonces sus curvaturas de Gauss coinciden en esos puntos K1(p1) = Ka(p2), y existen entornos
Ui de p;, i = 1,2, tales que, Va € U; existe y € Uj, con i # j, que verifica Ki(x) = Ka(y).

Example 12.10. ejemplos

12.3. La catenoide y el helicoide. Un ejemplo clidsico que ayuda a clarificar los conceptos introdu-
cidos es el de la catenoide y el helicoide.

Comencemos repasando la catenoide, que notaremos S;.

En anteriores temas, hemos definido esta superficie como la superficie de revolucién engendrada por
una curva catenaria. Asi, hemos visto que era la traza de la parametrizacién

(330) ¢(u,v) = (coshv cosu, coshvsinu,v), (u,v) € R?

Esta parametrizacion es birregular si la restringimos a cualquier abierto de la forma (a —7,a+7) xR y
por tanto, como estas parametrizaciones birregulares recubren la catenoide, concluimos que la catenoide
es una superficie regular de R3.

Para cualquiera de estas parametrizaciones birregulares, hemos encontrado que las matrices de las
formas fundamentales son

2
(331) Luw) = (Cosél ’ cos(})l2 v) » L) = (_01 (1)>
la curvatura de Gauss es

(332) K = —1/cosh*v

y la curvatura media es

(333) H=0

Como la catenoide Sy es una superficie de revolucién con eje OZ, S es invariante bajo rotaciones f
de R? que tienen ese eje. Asi, si tomamos dos puntos p1, pa, de la catenoide con la misma componente z,
la altura, existe una rotacién f de R3 tal que f(S1) = Sa, f(p1) = p2, y por tanto vemos que la catenoide
es extrinsecamente isométrica consigo misma en los puntos p1 = (21,41, 2) ¥ p2 = (T2, Y2, 2).
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Como también S; es invariante por la simetria especular con respecto al plano OXY, tendremos tam-
bién que la catenoide es extrinsecamente isométrica consigo misma en p; = (1,41, 2) ¥y p2 = (22, Y2, —2).

En cambio, si p1 = (z1,y1,21) ¥ p2 = (X2,Y2, 22) con z # £2z1, entonces al ser v = z, concluimos por
las propiedades del cosh que K (p1) # K(p2), y, por tanto, la catenoide no es (ni siquiera) intrinsecamente
isométrica consigo misma en py, ps.

Pasemos ahora a estudiar el helicoide recto, que notaremos S5.

En temas anteriores hemos visto que el helicoide es la traza de la parametrizacion

(334) U(u,v) = (vcosu,vsinu,u), (u,v)€ R

que es birregular, de modo que el helicoide es una superficie regular de R?. También hemos encontrado
que las matrices de sus formas fundamentales son

(142 0 _ 0 1/V1+22
(335) I(um—( 0 1)7 II<“7”>_<1/\/1+7U2 0

La curvatura de Gauss en este caso es
1

Ky = —
(336) (u,v) (1 + ’1}2)2

y su curvatura media es
(337) H=0

Podriamos estudiar en qué puntos p1, p2 el helicoide es extrinsecamente isométrico consigo mismo, y
encontrariamos una respuesta similar a la que hemos hallado para la catenoide. Dejamos este ejercicio al
lector.

Llegamos ahora a la cuestiéon mas interesante. Queremos determinar si existen puntos p; de S; y po
de S5 talques las superficies S7 y S son extrinsecamente, o intrinsecamente, isométricas en pi, ps.

En primer lugar vamos a probar que si son intrinsecamente isométricas. Puesto que las parametri-
zaciones ¢ y W iniciales que tenemos no tienen la misma primera forma fundamental, hemos de ver si
podemos encontrar una reparametrizacién de una de ellas, por ejemplo de ¢, que tenga como primera
forma fundamental

1+42 0
(338) Liuw) = < 0 1)

En efecto, si hacemos v = arcsinh w, nos quedara la parametrizacién de Sp

(339) n(u, w) = (V1 + w?cosu, vV 1+ w?sinwu, arcsinh w)

La reparametrizacion se ha hallado por prueba y error, no hay mucho misterio detras. Podemos pues
calcular la primera forma fundamental de la reparametrizacién. Para ello, primero las derivadas

(340) N = (—V 1+ w?sinu, 1+ w? cosu, 0)

1
Nw = NGl T 02

de donde resulta la primera forma fundamental

14+w? 0
(342) I’r],(u,w) = ( 0 1)

que es la misma de S, salvo por el cambio de notacién para la segunda variable. En definitiva, ¥(u, v) € R
la catenoide S y el helicoide Sy son intrinsecamente isométricas en los puntos

pp = (mcos U, msin u, arcsinh v)

p2 = (vcosu,vsinu,u)

(341) (wcosu, wsinu, 1)

Por tanto, no podriamos hacer un mapa perfecto de la catenoide sobre un plano, pues su curvatura
K # 0, pero si que lo podriamos hacer sobre un helicoide recto.

Estudiemos ahora si son extrinsecamente isométricas.

Como ambas superficies tienen todos sus puntos hiperbdlicos y la curvatura media de ambas es cero,
no podemos extraer ninguna consecuencia definitiva a partir de estas curvaturas. El problema serd méds
delicado.



46 OT GARCES Y ADRIA GARCES

Una primera posibilidad de isometria extrinseca que podriamos tener es que existiera un desplazamiento
f de R3 tal que f(S1) = Sa.

Veamos que esto no puede ser.

Probaremos esta imposibilidad analizando los subconjuntos K, formados por los puntos de curvatura
de Gauss minimas de las superficies (se podria dar, también, una prueba observando que estas dos
superficies no son homeomorfas, pero esta prueba requiere algunos resultados de topologia que no son
elementales).

A partir de las férmulas que hemos encontrado para las curvaturas de Gauss, vemos que la curvatura
minima es K = —1 y tenemos para S

(343) Kuing = {p € S1,K(p) = -1} = {p = p(u,0) € 1} = S* x {0}
una circunferencia en el plano OXY', mientras que para Sy tenemos
(344) Kmin’g = {p S SQ,K(p) = 71} = {p = \I/(U,O) € SQ} = {(0,0)} x R

o sea, la recta OZ.

Si existiera un desplazamiento f de R? tal que f(S1) = S, se tendrfa que f(Kmin1) = Kminz2, ¥ f
definirfa un heomeomorfismo entre Kyin,1 ¥ Kmin,2. Pero esto no puede ser porque la circunferencia es
compacta y la recta no lo es.

Probaremos finalmente que no existen puntos p; de Sy y p2 de Ss tales que S y S3 sean extrinsecamente
isométricas en p; y pa.

Usaremos un argumento basado en las curvas asintéticas (también podriamos usar las de curvatura).
Recordemos que estas curvas son las curvas dadas localemente por £(t) = (u(t),v(t)) con u(t) y v(t)
soluciones a la EDO

(345) euw? + 2fu/v' + gv'? =0

Como ya conocemos los coeficientes e, f, g de las segundas formas fundamentales encontraremos que
estas ecuaciones, una vez simplificadas, son

(346) u'? —v'? = 0 para S;
(347) u'v" = 0 para Sy
Asi pues las curvas asintdticas de la catenoide son las de expresién local
(348) u=+v+c
y las del helicoide recto son las curvas coordenadas
(349) u=a,v=t+c
y
(350) u=t+c,v=>=

con a, b, ¢ constantes.
Resulta de aqui que las curvas asintéticas de la catenoide son las curvas

(351) a(t) = (coshtcos(£t + ¢),coshtsin(£t + ¢),t), t € R
mientras que las curvas asintéticas del helicoide recto son las rectas
(352) B(t) = ((t+c)cosa, (t +c)sina,a), t € R
y las hélices
(353) ~v(t) = (beos(t +¢),bsin(t +¢),t+¢), t € R
Veremos, ahora, que ninguna de las curvas « es una recta viendo que son 2—regulares en todos sus
puntos salvo uno, es decir que rang(a’,a’) = 2 para todo t # 0 (recordemos que las rectas estan
caracterizadas por ser 1—regulares a lo sumo en todos sus puntos).
Calculamos
o' = (sinht cos(dt + ¢) — 4 cosh t sin(+t + ¢),sinh ¢ sin(£t + ¢) & (£t +¢), 1)
" == (=2 =+ sinhtsin(+t + ¢), £2sinh ¢ cos(+t + ¢), 0)

y, en efecto, encontramos que
(354) rang(a’, o) =2, Vt#0
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pues sinht £ 0V ¢t #£ 0, y el seno y el coseno no se anulan simultdneamente.

De aqui deducimos que no existen puntos p; de S1 y p2 de Sy tales que S7 y S sean extrinsecamente
isométricas en py, p2. Pues si existieran tales puntos, las curvas asintéticas de S; en p; se enviarian por
el desplazamiento f sobre las curvas asintéticas de Sy en po, y esto es imposible pues un desplazamiento
transforma rectas en rectas, y ninguna de las curvas asintéticas de la catenoide es una recta.

Resumiendo: este ejemplo es muy interesante, pues a pesar de haber probado que S; y S2 son intrinse-
camente isométricas, y tener la misma curvatura media H = 0, hemos probado que estas superficies no
son extrinsecamente isométricas, por un argumento en el estudio de las curvas asintéticas.

Hasta aqui todo, dejaremos aqui el estudio que hemos hecho a lo largo del curso sobre temas funda-
mentales y bésicos de Geometria Diferencial de Curvas y Superficies.
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